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Impreso en Argentina 


La matemática es mucho más que la suma total de sus 
aplicaciones, por importantes y diversas que ellas sean. 
Es una manera de pensar. 


E, Hille 


¿Qué circunstancias impulsan —a la Editorial Alsina y a los auto- 
res de este texto- a retomar con renovado entusiasmo una reedición 
del libro Elementos de Cálculo Diferencial e Integral impreso por 
última vez en el año 1997, con 120.000 ejemplares vendidos, actual- 
mente agotado? 


Los alientan varias razones. 


Una de ellas, la vigencia del texto, expresada sobre todo por los 
docentes. 


En segundo término, el generoso aporte económico de la FUNDA- 
CIÓN YPF, puesto a disposición de la Editorial, para facilitar el acce- 
so del libro a la numerosa comunidad estudiantil, haciendo posible 
una significativa reducción de su precio de venta. 


Esta última finalidad también apunta a restituir la buena prác- 
tica de la enseñanza superior: estudiar con el apoyo del libro en 
su formato integral y así desterrar el hábito, pocas veces atendible, 
de la fotocopia fraccionada, parcial y obviamente no autorizada. 


Después de 21 ediciones, este libro vuelve a presentarse en un so- 
lo volumen, con su Apéndice de Tablas y Fórmulas. 


En el texto se hace referencia al fascículo de Complementos Teó- 
ricos que el lector podrá solicitar a la Editorial, en forma personal o 
por correo postal o electrónico. 
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CAPÍTULO! ' 


INTRODUCCIÓN 


1. REVISION DEL CONCEPTO DE NUMERO 


El lector conoce las distintas clases de números que estudian la 
aritmética y el álgebra. Sólo recordaremos algunas de las propiedades 
que los caracterizan. 


NÚMEROS NATURALES: La sucesión de los números naturales 1, 2, 
3, 4... es infinita, es decir, después de cualquier número de esta 
sucesión siempre hay uno, el sucesivo, que es mayor que él en 
una unidad. 

Con los números se definen las operaciones aritméticas: suma, 
resta, multiplicación, división, potenciación, radicación y logaritma- 
ción. A partir de la suma se definen el producto y la potencia y, 
como operaciones inversas, se definen la resta, el cociente, la radicación 
y la logaritmación. Estas operaciones satisfacen a leyes formales, que 
pueden sintetizarse en las siguientes fórmulas, donde las letras repre- 
sentan números naturales cualesquiera: 


I) Prop. uniforme (1) a+b=c, a.b=c, 
a: b=c, a”r=cC, 
IT) Prop. conmutativa a+b=b+a; a.b=b.a. 


TIT) Prop. asociativa a+(b+c) =(a+ b)+c; albc) = (ab)c. 
IV) Prop. distributiva (a+ b)m = am + bm; (ab)” = a", hb” 
(ar b):m= (a:m) + (b:m); (a:b)” = a”: b”., 


V) Prop. de las potencias  a”.ar=a”"; aa =aq”, 


VI) Prop. de las raices Yab =VYVavV'b; vVa:b=vVa: Vb. 


A la sucesión de los números naturales se le antepone el cero, 
que puede caracterizarse como el número que verifica las propiedades 
a+t0=0+a=a; a.0=0.a=0. 

Además se supone que es 
O0+0=0; 0.0=0. 


Resulta entonces que es condición necesaria y suficiente de anulación de un 
producto el que uno al menos de los factores sea cero. 

Aclaremos: que es condición suficiente significa que si alguno de los factores 
es cero, el producto se anula. Esto es lo que ocurre de acuerdo a las definiciones 
anteriores. Que es condición necesaria significa que si el producto es cero alguno 
de los factores debe ser nulo. 


(1) Cuando decimos que la suma, el producto, el cociente o la potencia gozan 
de la propiedad uniforme, significamos que el resultado de cualquiera de estas 
operaciones es único. Hay operaciones, como la radicación, que son multiformes. 
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Se conviene además en considerar 
a=a, A=1, 

potencias éstas que de acuerdo a la definición general (a” es el pro- 
ducto de n factores iguales a a), carecerian de sentido. 

Son operaciones “prohibidas” en el campo de los números na- 
turales: 

1%) La resta a — b siendo a menor que b. 

29) El cociente a: b si a no es un múltiplo de b. 


¡ú 

3%) La radicación Ya si a no es una potencia n-sima de un 
número natural. 

4%) La división por cero: a: 0, pues no puede existir ningún 
número natural que multiplicado por O dé por resultado 
a(+0). 

En los tratados de aritmética se van introduciendo sucesivamente 
otras clases de números (enteros, fraccionarios, irracionales, imagina- 
rios), con los cuales se trata de ir superando las limitaciones impues- 
tas por estas prohibiciones, pero debe advertirse que los entes que 
se introducen, para poder recibir el nombre de números, deben satis- 
facer las leyes formales que figuran en la página anterior, (Principio 
de permanencia de las leyes formales de HawKEL). 


Números ENTEROS: La sucesión — 1, — 2, —3, ..., de los 
números negativos permite realizar la operación de la resta de los nú- 
meros naturales a — b aún en el caso de ser a menor que b. Asi 
queda superada la limitación que constituyó la primera de las opera- 
ciones prohibidas en el campo de los números naturales. Al conjunto 
de los números naturales y negativos se les llama números enteros. 
La sucesión de números enteros se escribe 


e e. E, E. AL 0.1, 2. 5 
y suele representarse mediante puntos A, B, C, ..., A”, B', C' sá 


equidistantes sobre una recta en la cual se ha fijado un origen O 
y una unidad. 


E" PA BEST dal GS £ 


- E E] E % E 1 E El 
Fi. 1-1. 
Los números 1, 2, 3, .... —1. 2, —3, ..., se llaman 
las abscisas de los puntos 4, B,C. .... A”, B', C', ..., respectivamente. 


Se puede decir que la serie de números enteros se extiende de 
menos infinito (— o) a más infinito (+0). 

Las operaciones con números enteros se definen de modo que 
toda vez que se trate de números positivos se conserven las defimi- 


A 
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ciones correspondientes a los números naturales y que en todos los 
casos subsistan las leyes formales de la página 1. Así, para sumar 
dos enteros a + b, si ambos tienen el mismo signo se coloca este 
signo y se efectúa la suma de los números naturales correspon- 
dientes, y si tienen distinto signo se antepone el signo del mayor 
y se restan. Para el producto (y cociente) se adopta como regla de 
los signos: “Factores de igual signo dan un producto positivo y de 
distinto signo un producto negativo”. 


FJEMPLOS: 
8—5=3; 58=-3; 8+5=13; —8 ¿== 13 
(8) (5)=40; (8) (5) =— 4; (—-8)(5) =— 40; (—-8)(-5)=%4. 
(10):(2)=5; (10):(-2)=-—5; (—10):(+2)=—5; (—10):( —2)=53. 


Si con números enteros se efectúan sumas, restas y productos 
siempre se obtienen números enteros; por esto se designan con el 
nombre de operaciones enteras a la suma, resta y producto. 


NÚMEROS RACIONALES: La introducción de los números fraccio- 
. m P a . 7 
narios 7 permite realizar los cocientes (a: b) entre números ente- 


ros, aún en los casos en que a no sea múltiplo de b. 
Caracterizan a los números fraccionarios las 2 definiciones: 


1) = = a si mq = pn (igualdad de los productos cruzados). 
ID) a P_MQtpn 
q ng 


De acuerdo a 1) un número fraccionario no altera cuando se mul- 
tiplica por un mismo entero el numerador y el denominador. Reci- 
procamente, si el mumerador y el denominador admiten divisores 
comunes, éstos se pueden eliminar llegándose asi a fracciones irre- 
ducibles, 

Pueden extenderse a los números fraccionarios las definiciones 
de las operaciones aritméticas y sus propiedades. 

Al conjunto de los números enteros y fraccionarios se les llama 
números racionales. 

Si se efectúan sumas, restas, productos y cocientes (excepto la 
división por cero) entre números racionales, siempre se obtiene un 
número racional. Por esto, las 4 operaciones elementales se llaman 
operaciones racionales. 

Con la introducción de los números fraccionarios puede am- 


pliarse la definición de potencia, admitiendo que a” = qr Con esta 


definición siguen siendo válidas las leyes formales. 
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En general: ( $) = ( nel 


EL PROBLEMA DE LA MEDIDA. Ha sido el problema de la medida 
el que ha impulsado a los hombres a crear la clase de los números 
fraccionarios. 

Si se tratara de medir el seg- 

E mento CD de la figura 1-2 con res- 
pecto al segmento AB, es decir si 
L ' , se tratara de determinar cuántas 
e 2 veces el segmento CD contiene al 
segmento AB, sería suficiente co- 
nocer los números naturales, Así . 
Fra. 12, en el caso de la figura 1-2 se dice 

que la medida de CD con respecto 

de AB es el número 3. Pero el procedimiento falla si se desea medir 
el segmento EF con respecto al segmento AB, pues no hay ningún 
múltiplo de AB que coincida exactamente con EF. Entonces se con- 
sideran la mitad, el tercio, el cuarto, ..., de AB (llamadas partes 
alicuotas de AB) y se busca el múltiplo de esa parte alícuota que 
coincida con EF. En el caso de la figura, como el triple de la mitad 
de AB coincide con EF, se dice que la medida de EF respecto de 


e: 


AB es => Análogamente resulta Z la medida de AB respecto de EF. 


m 


Dado un número racional es fácil construir un segmento 


cuya medida respecto de AB sea igual a este número. Basta tomar 
el segmento que sea igual a m veces la n-sima parte de AB. Pero 
conviene advertir que dados 2 segmentos cualesquiera no surge de 
lo dicho anteriormente que la medida del primero respecto del segundo 
sea un numero racional. Si esto ocurre los segmentos se dicen con- 
mensurables entre si; pero si no existe ese número racional los seg- 
mentos se llaman inconmensurables entre si. 


DecimaLes. Los números decimales, de uso frecuente, constitu- 
yen el caso particular de los números fraccionarios cuyo denominador 
es una potencia de 10, 


Un número fraccionario tal como =h puede llevarse a la forma 


decimal multiplicando sus dos términos por 2; resulta 


SO A 
50 100 = 0,06. 


9 
Pero si intentamos convertir en decimal un número como ua 
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pronto observaremos que no es posible hallar un número entero n tal 
que el producto 75 n resulte una potencia de 10. En efecto, siendo 
75=5X5X3, la presencia del factor 3 impide que 75 n resulte 
un producto de números 10 exclusivamente. 


Para que un número fraccionario irreducible se pueda escribir 
como decimal es necesario y suficiente que el denominador sea un 
producto de los números 2 y 5 exclusivamente. 


. . . . a . 
Que es necesario es inmediato, pues siendo + decimal, debe ser b= 10" y 


por consiguiente es b= 2" 5%, lo cual muestra que el denominador solo contiene 
los factores 2 y 5. 


La condición también es suficiente pues si el denominador es b= 2.58, 


multiplicando los 2 términos de la fracción por 28.5% resulta como nuevo deno- 
, 


' : , a , ' 
minador b'= (2.5) 4B= 1048 y y es por lo tanto un número decimal. 


EXPRESIONES DECIMALES INFINITAS. Aplicando el algoritmo (*) 


ES . . ; 5 a 
de la división a las expresiones irreducibles del tipo <> obtendremos 


b 
—como ya hemos visto— expresiones decimales finitas sólo en el 
caso de que hb sea un producto de factores 2 y 5. En todos los otros 
casos se obtienen infinitas cifras decimales. Así resulta 


— 


3549 


= =0,333... =0,3; 900 


3 = 3,58484... = 3,584. 


En estos dos casos la expresión decimal infinita es periódica. esto 
es, a partir de un cierto orden decimal las cifras se repiten. Es fácil 


“e >” 3 
demostrar que en todos los casos la expresión p> siendo a y b núme- 


ros enteros, origina una expresión decimal periódica. En efecto, al 
efectuar el cociente a: b el resto puede tomar uno cualquiera de los 
valores 0, 1,2, ... (b— 1). Si el resto es O la expresión decimal 
es finita. Si el resto no es 0, se continúa la división y nuevamente 
aparecerá como resto uno cualquiera de esos b valores. A lo sumo, 
al cabo de b pasos de esta división, si no se ha llegado a un resto 
nulo, forzosamente deberá aparecer alguno de esos b restos, y a partir 
de ese paso, se volverán a obtener las mismas cifras. Con el ejemplo 


a A ; ' 3 s . 
de la fracción =7 se verá mejor el razonamiento anterior. El primer 


(1) La voz algoritmo deriva del árabe aljuarezmi, sobrenombre del célebre 
matemático Mohamed ben Musa, del siglo 1x. Con algoritmo designamos el con- 
junto de reglas que permiten hacer una operación matemática. 


ps 
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resto es 3; el 2* es 2; el 3* es 6; el 4* es 4; 


p0 17  _  el5%es5 y forzosamente el resto siguiente 
30 0,1428571... debe ser alguno de Jos números que ya ha- 
90 bían aparecido antes, pues siendo los posi- 
60 bles restos 1, 2, 3, 4, 5, 6 y habiendo ya 
40 aparecido todos ellos, el próximo paso debe 

50 reproducir alguno de los anteriores. 
10 Si el denominador b de la expresión 


> pa a - . 
irreducible » contiene además de otros 


factores, potencias de los números 2 y 5, 

entonces la expresión decimal correspon- 

diente cada una primer parte no periódica seguida de un periodo. 
Reciprocamente, toda expresión decimal infinita se puede escribir 


5 o E 1 
como una fracción del tipo E En efecto, por ser <q =0,111...; 


9 
E sy bea 
99 = 0,010101...; y = = 0,001001001..., una expresión periódica 


del tipo 0,777... por ejemplo, será 7 veces la primer frac- 
”s - , . 
ción, es decir 0,777... = E Análogamente, 0,2828... = = 
as 135 
0, < [ = - 
133135135..... 999 * 


Si la expresión decimal tiene una primera parte no periódica 
., > a P . ., 
también se podrá llevar a la forma > Así por ejemplo la expresión 


decimal infinita 5.497282828.... la escribiremos: 


o A A 
5,497 + 0,000282828... = 1000 * 1000 99 
5 497 (100 — 1) +28 _ 549728 = 5497 _ 
o 99 000 E 99 000 o 
=> A En general es fácil demostrar que una expresión perió- 
abede — ab 


dica del tipo Ojabedecde.... se leva a la forma os 


99900 ” 
decir: Cualquier decimal periódico con una primer parte no perió- 
dica se puede escribir como una fracción cuyo numerador es igual 
a la diferencia entre el número formado por el no-período y el período 
menos el número formado por el no-período y el denominador es un 
número formado por tantos 9 como cifras tiene el periodo seguidos 
por tantos ceros como cifras tiene el no-período. 

Lo que nos interesa destacar es que hay identidad entre las expre- 


siones decimales finitas o infinitas pero periódicas y los números 


lonarios. 
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ABSCISAS RACIONALES. Si sobre una recta se señala un origen O y 
una unidad, se podrán ubicar puntos tales que su medida respecto 
de esa unidad sean números racionales dados. Los números son las 
abscisas de esos puntos. 


Fic. 13. 


Mientras que entre 2 puntos de abscisas enteras sólo hay un 
número finito de puntos con abscisa entera (entre —2 y 5 hay 6 pun- 
tos de abscisa entera), entre 2 puntos de abscisa racional existen 


PA , 7 a Cc 
infinitos puntos de abscisa racional (si es a = E Y p = FA el pro- 


medio En Fa + B] está comprendido entre a y f y esta operación 


de promediar puede continuarse indefinidamente). Se dice que el 
conjunto de los números racionales es denso. Veremos más adelante 
que a pesar de esta “densidad” hay muchos otros puntos de la 
recta que no tienen abscisas racionales. 


EXPRESIONES DECIMALES INFINITAS NO PERIÓDICAS. NÚMEROS 
IRRACIONALES. Se concibe fácilmente que puedan existir expresiones 
decimales que tengan infinitas cifras y que estas cifras no se pre- 
senten en forma periódica. Más aún, es más fácil imaginarse que las 
infinitas cifras decimales aparezcan en cualquier forma y no en forma 
de grupos periódicos. Con ello queremos significar que es plausible 
pensar que la gran mayoría de las expresiones decimales infinitas 
no será periódica y por lo demostrado en el párrafo anterior, sabemos 
que esas expresiones decimales no serán números racionales. 

Empecemos por ver 0 C 


el ejemplo de un número 
que con seguridad no da- 


rá origen a una expresión AC2= AB? + BC?, 
decimal periódica. Sabido ¿NN 

es, por el teorema de Pi- E 
tágoras, que la diagonal AC=vV?. 

de un cuadrado de lado 1 4 B 

mide 4/2. Demostraremos Fic. 1-4. 


que Y/2 no es un número fraccionario y puesto que tampoco es un 
número entero, no será un número racional. Para hacer esta demos- 
tración seguiremos las huellas de Eucripes quien en sus célebres 
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«¡Elementos” (alrededor del año 250 A. C.) demostró este importante 
¡ezorema (?*). 

Eucuipes utilizó el método de “reducción al absurdo”, que con- 
siste en admitir provisoriamente lo contrario de lo que se quiere 
demostrar. Si' razonando con rigor lógico llegamos a un absurdo 
sejrá entonces porque la hipótesis provisionalmente admitida era falsa 
y que lo contrario es lo verdadero. 

El ñ : a 

Supondremos provisoriamente que y/2 es un número racional - 
Admitiremos que a y b son números primos entre sí (fracción irredu- 
cilble), es decir que no tienen factores comunes, pues de lo contrario 
harríamos las simplificaciones que permiten eliminar esos factores 
comunes. En particular, si por ejemplo a es par, b debe ser impar. 


Sesa a . ps A A y p 
admitir que es y//2 = q significa que el número fraccionario irre- 


dutcible Fw elevado al cuadrado es igual a 2. Deberá ser entonces 


4 =2 ó lo que es lo mismo, 


a? =92p? [1] 


Esta igualdad muestra que a? es un número par, porque es divisible 
por 2. Si a? es un número par, también es par el número a (puesto 
quie los cuadrados de los números impares son impares). Par el ca- 


rácter irreducible de la fracción $ debe ser impar el número b. 


Ajhora bien, por ser a par, podemos escribir a = 2a” y será a? = 4a??. 
Reemplazando en [1] resulta 4a'? =2b* o sea hb? = 2a””?. Luego 
es 5? un número par y por consiguiente b debe ser un número par. 

Así hemos llegado a demostrar que b debe ser impar y par, lo 
cual es evidentemente un absurdo. Este absurdo proviene de haber 
supuesto que y/2 es un número racional. Por consiguiente queda 
demostrado que y/2 no es igual a ningún número racional. 

Aplicando el algoritmo de la raíz cuadrada podremos obtener 
tafitas cifras decimales como queramos de 4/2. He aquí las 16 pri- 
méras cifras: 


Y2= 1,41491 35623 73095 ... 


Aunque en estas primeras cifras no aparece ningún período, ¿po- 
dremos asegurar que avanzando en el cálculo de los decimales, no 
aparecerá algún período? Sí, podemos asegurarlo, puesto que si el 


(1) La demostración de que Y 2 no es racional es muy anterior a EucLines. 
Se Cree que ya la conocian los pitagóricos; PLarów la menciona en el Teeteto y 
Ap ISTÓTELES hace referencia a ella en sus Primeros Analíticos. 
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: .ey: : a 
decimal fuera periódico se podría llevar a la forma p> Y acabamos de 


reproducir la demostración de Euclides según la cual es Y2 + e 


Números como y/ 2, que no pueden expresarse en la forma de 
los números racionales, se llaman irracionales. 


Dejando para los tratados de análisis algebraico la definición 
rigurosa de los números irracionales y de sus operaciones, nos limi- 
taremos aquí a considerar como irracionales aquellos números que 
escritos en forma decimal tienen infinitas cifras que no forman pe- 
ríodo alguno (?). 

Demostrar que un número es irracional a veces no es tarea fácil, 
pues no cabe limitarse a extraer las primeras cifras decimales y com- 
probar que no se ha presentado algún período, ya que debe demos- 
trarse que por más que continuemos con el cálculo, no aparecerá 
nunca una repetición periódica de cifras. 

Son célebres los siguientes números irracionales cuyos prime- 
ros 15 decimales consignamos: 

a = 3.14159 26535 89793 ..., (pi: relación de la circunfe- 
rencia al diámetro). 
e = 2,71828 18284 59045 .... (e: base de los logaritmos na- 
turales). 
M = log e = 0,43429 44819 03252 ..., (M: módulo de transforma- 
ción de logaritmos). 


NÚMEROS REALES. Al conjunto de los números que hemos consi- 
derado hasta ahora se los llama números reales. He aquí el cuadro 
que representa las sucesivas ampliaciones del campo de los números: 


Naturales 


! Enteros 
Negativos | 


Fraccionarios | Becianales 
Reales 

Irracionales 

REPRESENTACIÓN DE LOS NÚMEROS REALES. Hemos señalado sobre 
una recta en la que se fija un punto O, eligiendo una unidad, puntos 
de abscisa entera y racional (positivas o negativas). Sobre esa misma 
recta ¿podremos representar los números irracionales como y 2? 
Hemos visto que la diagonal de un cuadrado de lado 1 mide —de 


acuerdo al teorema de Pitágoras— Y 2. Si transportamos como indica 


(1) A esta definición se le puede objetar que hace depender el carácter racio- 
nal o irracional de un número de su expresión en el sistema de numeración decimal, 
y se sabe que ¡éste no es el único sistema de representación d+ ¿es números. En 
los “Complementos teóricos” que se incluyen en esta ediciór se trata este tema 
desde un punto de vista más general. 


ES 
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la flecha de la figura esta diagonal sobre la recta r, cabe suponer una 
de las 2 alternativas: 
1) La recta tiene 


e 


“agujeros”. No hay ningún punto que corres- 


ponde al transporte de la diagonal OA del cuadrado. 
11) La recta es continua: hay un punto cuya abscisa es preci- 
samente y/ 2. 


Erc. 15. 


Admitimos el postulado de continuidad de la recta (o postulado 
de Dedekind) y por consiguiente aseguraremos que hay un punto 
cuya abscisa es yW/2. Lo mismo sucede con todos los números irra- 
cionales y por consiguiente con todos los números reales. 

Hay una correspondencia biunivoca entre los números reales y 
los puntos de una recta. Es decir, si sobre una recta se fija un ori- 
gen O y una unidad, cada punto de la recta tiene una abscisa real y 
recíprocamente, a cada número real corresponde un único punto sobre 
la recta. El número real correspondiente a un punto se llama la 
abscisa del punto. Esta correspondencia constituye el principio fun- 
damental de la geometría analítica, en la cual los puntos geométricos 
son sustituídos por números, y una vez que sobre estos se efectúan 


operaciones algebraicas pueden interpretarse geométricamente los re- 
sultados. 


OPERACIONES CON NÚMEROS REALES. Con los números reales pue- 
den definirse las operaciones aritméticas ya consideradas, de modo 
que subsistan las leyes formales. Además, es posible efectuar ahora 
ciertas operaciones “prohibidas” como extracciones de raíces (de núme- 
ros positivos o negativos si se trata de índices impares y de nú- 
meros positivos si los índices son pares) y cálculos de logaritmos 
(de números positivos) que carecían de sentido en el campo de los 
números racionales. 


Corresponde advertir que todos los números que se utilizan en la técnica como 
resultado de mediciones son números racionales. Así, si medimos la diagonal de un 
cuadrado de 1dm de lado obtendremos cantidades como 1,41 dm; 1.414 dm 
ó 1.4142 dm, ..., según la precisión del instrumento de medición utilizado. 

Este hecho no debe hacernos pensar que los números irracionales deben ser 
dejados de lado en los estudios matemáticos para los técnicos, pues ninguna teoría 
podría ser fundamentada rigurosamente si no se considerara ese tipo de números. 

Como los números que se utilizan en la vida práctica son enteros o deci- 
males con pocas cifras, puede resultar extraño saber que la inmensa mayoría de 
las abscisas de los puntos de una recta son irracionales. Un razonamiento intuitivo 
lo mostrará: consideradas las expresiones decimales de todos los números reales, lo 
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excepcional será que se presenten grupos de una o varias cifras que se repitan siste- 
máticamente (fracciones decimales periódicas); lo más frecuente será encontrarse 
con expresiones decimales constituidas con cifras puestas sin orden alguno. Esta 
proposición se demuestra rigurosamente en un capítulo del análisis matemático 
llamado teoría de conjuntos. 


Números IMAGINARIOS. En el campo de los números reales 
quedan aún algunas operaciones prohibidas: tales, por ejemplo. las 
raices de orden par de los números negativos, los logaritmos de 
los números negativos, etc. 

Para superar estas limitaciones se introducen los números ima- 
ginarios, empezando por la unidad imaginaria ¿ que se define como 
un “número” tal que elevado al cuadrado es igual a — 1(%) La 
palabra “número” aparece escrita entre comi- 
llas porque no hay ningún número real (po- 
sitivo o negativo) que elevado al cuadrado dé 
como resultado el número —1. Pero si para 
estos “números” definimos operaciones que E 7 ; 
satisfagan las leyes formales de la aritmética, 
tendremos que quitar las comillas a la expre- Etc. 16: 
sión y considerarlos como verdaderos números. 


En cuanto a la representación gráfica, deberemos salirnos de 
la recta, puesto que hemos visto que hay correspondencia biunívoca 
entre los puntos de una recta y los números reales. No siendo ¿ un 
número real, no puede estar representado por un punto de la recta. 
Pero, puesto que es 12?=1.1=—1 = 1(— 1), podemos considerar 
que una doble multiplicación por ¿ hace pasar del punto 1 al — 1, 
es decir hace girar 180” a la unidad. Cabe admitir entonces que i hace 
girar 90% a la unidad. Esto es un indicio del porqué se represen- 
ta i sobre una recta perpendicular a la recta que se ha utilizado para 
representar los números reales (fig. 6). 

A los números bi, donde b es un número real cualquiera. se les 
llama números imaginarios y a los binomios del tipo a + bi. con 
a y b reales, se los llama números complejos. Estos complejos con- 
tienen como casos particulares a los números reales (b= 0) y a los 
números imaginarios (a = 0). Si a=b=0, se tiene el cero. 

Con los números complejos, se procede en la misma forma que 
con los números reales, teniendo en cuenta que por ser 2 = — Í, 
será P=*.¿=—ik "=P, P=74+1, PF=1, etc. | 

En los cursos de aritmética se estudian las 4 operaciones elemen- 


tales con números complejos. Nos interesa destacar que la división 


del tipo to se efectáa multiplicando el numerador y el deno- 


' 


(1) A veces se emplea en lugar de la letra í la letra j, para evitar confusiones 
con el simbolo de intensidad de corriente eléctrica. 
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minador por el complejo e — dí, conjugado del denominador. Resulta 


a+tbi _ (a+ bijle— di) ac = adi + bad = Dr 
ec+di — (c+ didlMe—di) o?— qa a 
_ fac + bd) + 1(bc — ad) 
c+ + ¿* 


operación que tiene sentido si ec? +4? 40, es decir si el divisor 
(c + di) no es cero. Esto significa que también en el campo de los 
números complejos queda excluida la división por cero. 


REPRESENTACIÓN GRÁFICA. Puesto que los complejos son expre- 
siones del tipo a + bi con a y b reales, la representación gráfica se 
puede hacer mediante los puntos de un plano. Trazadas en este 

plano dos rectas perpen- 
no diculares que se cortan 
en O y fijada una uni- 
dad, quedan señalados 
los puntos 1 e 7 y con 
ello los puntos a y bi. 
En la intersección de las 
paralelas a los ejes tra- 
zadas por estos puntos 
se tiene el punto P, afijo 
del número complejo 

Fic. 17, a + bi. 

Hay corresponden- 

cia biunívoca entre los números complejos y los puntos de un plano. 

El complejo a + bi también se puede caracterizar por la dis- 
tancia al origen OP = q del afijo P y por el ángulo q que forma OP 
con el semieje real positivo, 

De acuerdo al teorema de Pitágoras es o = Y 4 FB y por la 


definición de tangente trigonométrica es tg y = hr 


Recíiprocamente, se pueden calcular a y b a partir de p y q* 
En efecto es 


a=0pcosq, b= 0senq, 
de modo que el complejo a + bi se puede escribir también 
0cos + iosenq = 0 (cos + sen) =0 lp 
La distancia (considerada siempre positiva) OP =p se llama 


módulo del complejo a + bi y se escribe p =|a + bi|. El ángulo y 
se llama argumento del complejo. 
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TEOREMA FINAL DE LA ARITMÉTICA. Los números complejos 
a + bi verifican todas las propiedades formales de la aritmética y con 
ellos quedan derogadas las operaciones “prohibidas”. Sólo queda como 
operación prohibida la división por cero. 

Podria pensarse entonces en una nueva ampliación del campo de 
los números que permitiera levantar esta restricción; pero hay un 
teorema, llamado teorema final de la aritmética (HanxkeL, VWeiens- 
TRASS) que asegura que los entes más generales que satisfacen a 
todas las leyes formales de la aritmética (pág. 1) son los números 
complejos. 


EJERCICIO: 
He aquí un sofisma, es decir, una demostración aparentemente correcta de 
un teorema falso. 
H) a > b. Ti a=bh: 
D) Si es a > b, podemos escribir a —b=c (c > 0). 
Multiplicando ambos miembros por a — b, resulta 
a —ab— ba +b2= ac — be. 
que se puede escribir 
a — ab — ac =ba — b? — be. 
Sacando respectivamente a y b factor común, es 
ala—b=c)=b(a—b-—c). 
Simplificando el factor común a—b-— c, resulta 
a=b: 
¿Donde está el error de esta deducción? 
Trate de encontrarlo y si no lo halla busque la respuesta en la página 16. 


2, EL PRINCIPIO DE INDUCCION COMPLETA 


La simple observación de la figura muestra que la suma de los 

Múmeros impares sucesivos a partir de la unidad dan como resultado 

el cuadrado de un número: 

1+3=2% 14+43+5=3 T+3+5+7=% vz 
e A e Dd A, [1] 


Esta ley ¿será válida para cualquier valor 
n? ¿O sucederá con las leyes aritméticas lo * 
mismo que con las leyes de la física o de la 
Mología, en donde una afirmación pierde su 
validez general cuando una experiencia con- 
'reta muestra que la ley tiene excepciones? 
Decir que la expresión [1] vale en ge- 
meral, significa que es válida para los infi- 
mitos valores (1,2, 3, ...) que puede tomar n. 
Pero no hay manera de hacer infinitas expe- 
cias y podría quedar entonces la duda de Frc. 13. 
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que alguna vez se pudiera encontrar algún número para el cual la 
ley no fuera válida. 

Pero ello no es así. La aritmética tiene el extraordinario privi- 
legio de estudiar leyes que no podrán ser negadas por ninguna expe- 
riencia concreta. porque demuestra esas leyes mediante el principio de 
inducción completa, que en forma muy ingeniosa encierra infinitos 
silogismos mediante un número finito de palabras. 

Este principio afirma que. si una proposición P,,. en la que figura 
el número natural n (que puede valer 1, 2, 3, 4, ...) cumple las 
dos condiciones siguientes: 


1 Es cierta para n = 1, 


2% Si se supone que es cierta para n = h, se puede demos- 
trar que es cierta para n =h +1, 
entonces P,, es cierta para cualquier valor de ». 
Consideremos las proposiciones: 


Pas Pos Pos Pay Poz By Pr 


Por la primera condición. P, es cierta. Por la segunda condición 
(aplicada a n= 1) resulta que P, también es cierta. Nuevamente, 
por la segunda condición (ahora aplicada a n = 2) resulta Py cierta. 
etcétera, etcétera. 

Veamos cómo se aplica este teorema en la demostración de [1]. 


1% La fórmula es cierta para n= 1, pues 2.1— 1 = 1". 
2% Supongamos que valga para n= h: 


E AAA sd A SA 


y demostraremos que vale también para n = h + 1; para ello sume- 
mos 2h +1 a ambos miembros: 


AS EE IP O AE O A EEE 


y nuevamente resulta que la suma de los (A + 1) primeros números 
impares consecutivos a partir de 1 es igual al cuadrado de (A + 1). 


Ejercicios: 


Demuéstrese de acuerdo al principio de inducción completa: 
nín +1) 


2 


o 


Y 
A A 
n(n +1)? 
Sa dad de 


1 1 1 n 
e o li e Tee dl 


A A 


3. 1342934384... 4n%= 


A INTRODUCCIÓN het (5 


. 
os 


5. Demuéstrese la fórmula del binomio de Newton 


(a+om a+ ( ?) nto jee sets +( a 5d 


Ata) abr 4 pa, 


Esta fórmula permite calcular la potencia n-sima de un binomio en función 
de las potencias de los sumandos. Se ha utilizado la notación de los números 
combinatorios de Euler: 


aYN__ (nn Y_ MD (n)_ r(n—-1)(n-2) 
IIA YA AL 31 is 


(3) _ n(n—1)...(n—iz+1) 
i <q «€.xm.———— 


1! 


los cuales satisfacen la relación: 


(1)4021)07") 


6. Demostrar que la suma de los n términos de la progresión geométrica 
de razón q: 
+ tati... ga, 
es 
as MAA 
di = E 


Solución: 1 Para n= 1, resulta $, =1, lo cual es cierto, 


do 
2% Si es cierto para n= h, es decir si S,= q =. » sumando q* a ambos 


miembros resulta 


ME f ñ41 — 1 

q q 

Sa +07 = Spa = ——— 4 = ————., 
q-—1 q—i 


con lo cual queda demostrada la fórmula en general. 
7. Se llama sucesión de Fibonacci a la sucesión de los números 
011233: 2L 06. 
en la cual cada término a, es igual a la suma de los dos anteriores a,_¡ + G,_9- 
Demuéstrese la relación 
Sa +1= Guiso» 
donde S,, significa la suma de los n primeros términos de la sucesión. 


Solución: Es evidente para n= 1. 
Si es cierta para n= h 
Si ES ¡E Anas 


sumando a ambos miembros a,,, resulta 


Sw +1= Ansa + Oh 


y el segundo miembro es, de acuerdo a la definición de sucesión de Fibonacci, 
precisamente a,,, con lo cual queda demostrada la proposición en general. 
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8. Demuéstrese que la relación 


ni > 27 
vale a partir de n= 4. 


Solución: El principio de inducción completa vale aún cuando en la pri- 
mera condición, en lugar de n= 1, la propiedad a demostrar sea verdadera a partir 
de un cierto número fijo. En este caso ello ocurre a partir de n=4 pues 
41 > 21, Además, de suponer 4! > 2%, multiplicando ordenadamente por (kh + 1)> 
> 2, se llega a (A+ 1)! > 2*1 con lo que queda demostrada la segunda condición. 


Observaciones: 1. Queremos insistir sobre la importancia de las demostra- 
ciones basadas en el principio de inducción completa. En la enseñanza elemental, 
cuando se ve que una ley vale para los 3 ó 4 primeros valores de n. se dice 
“y así sucesivamente” y se da por válida en general, 

Un ejemplo mostrará lo incorrecto de tal afirmación. La expresión: 


n —n- 17 


proporciona un número primo si n=1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 90; 10; 
11; 12; 13; 14; 15; 16, como el lector podrá verificar con una tabla, pero 
a pesar de ello, la afirmación de que esa expresión da siempre múmeros primos 
es falsa pues ya para n=17 se obtiene un número divisible por 17. 

2. Obsérvese que no hemos demostrado el principio de inducción completa, 
sino que lo hemos enunciado y ejemplificado. No corresponde hgrer una demos- 
tración porque se trata de un principio y no de un teorema. Sólo basándonos 
en otro principio (que a su vez habría que admitir) podríamos demostrar el 
principio de inducción completa. 

3. La primera de las condiciones exigidas para la proposición P, es que 
sea cierta para n=1. En realidad deberíamos decir “que sea cierta para un 
cierto número determinado”. Así en el ejercicio 8, el primer número para el 
cual vale la relación es n= 4. 


Sobre el ejercicio de la página 13, 


En la “demostración” hemos dividido por a — b— c que es igual a O dado 
que hemos definido c=a— b. También 3xX0=4X0 y sin embargo de esta 
igualdad no se puede deducir, simplificando un factor común, que sea 3 = 4. 


| CAPÍTULO II 
FUNCIONES. REPRESENTACIONES GRÁFICAS 


FUNCIONES. REPRESENTACIONES GRAFICAS 


1. VALORES NUMERICOS 


Hallamos el valor numérico de una expresión literal, para ciertos 
valores de las letras, cuando sustituimos las letras por los números 
correspondientes y efectuamos las operaciones indicadas. 

Así, el valor numérico de 


L xy? — log a + Y Py 
para x= 10, y = 1, es 


L-.10.1%— log 10 + Y10%71=5-—1+--/100 — 8,6446. 


(El signo — se lee “aproximadamente igual”. Lo hemos debido utili- 
zar porque el valor de la raíz cúbica de 100 lo hemos tomado de la 
Tabla I del Apéndice y allí figura con 4 decimales o, como también 
suele decirse, con un error menor que una diezmilésima). 


Realícense los siguientes ejercicios, utilizando las tablas del apéndice y la 
regla de cálculo (1) cuando sea necesario: 


1. 3a2b— 3ab? 4- 5b3 para a=8, b=6. R: 1368. 
2. (a+b)3— (a— b)9 + a? — b3 para a=6, b= 3. R: 891. 
1 r+y I=Yy ll ad ! 5 
E [3 <= Jo +=1.7= A 
qe P ¿ 1 2 60 
4. En la expresión anterior hágase x= — =P R: Era 


5. La fórmula de Herów expresa el área A de un triángulo de lados a. b. c, 
A=vV pp — a) (p— b)(p—<), 


siendo p = + (a+ b-+<). Calcular los valores de A en los siguientes casos: 


D a=3cm b=4cm; c=5cm. R: 6cm?. 
2 3 1 ; 
E UR : 0.082 2 
1 a= 5 cm; b= 7 om; Cc gm R: 0.0824 cn 
TI) a=7,36m; b=8,15m; c= 9,32 m. R: 28,77 m2. 


(Utilicese en este caso la tabla de logaritmos). 


6. La fórmula de los espejos cóncavos es 


1 1 1 
A 


siendo a la distancia del objeto al espejo. b la distancia de su imagen al 


espejo y f la distancia focal. Calcular el valor de b en los siguientes casos: 


(1) Para la teoría y práctica de la regla de cálculo consúltese M. SavoskrY: 


Cálculo numérico y gráfico, Cap. IV. Ed. Librería del Colegio, 2* ed.. 1956. 


IS 


=3 


10. 


yt, 


12. 
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L) a=215m f= 14m. R: 1,47 m. 
1) a=1m; f = 13,5 m. R: — 1,08 m. 
TD) a=6m; f= 135: m. R: — 10,8 m 


La resistencia R equivalente a 4 resistencias R,, Ra, Ry, Ri, conectados em 
paralelo está dada por la ps 


th 1 1 
== id 


E "E E 
Calcular R en el caso: R, = 12,4 ohmios; Ry = 7,94 ohmios; R¿ = 43,6 ohmios; 
R, = 218 ohmios. R: 4,27 ohmios. 


El valor aproximado de n! =1x2X3X... X n, está dado por la fórmula 
de SrirnLinc: nl =ne” y 2xan. Calcular Sta esta fórmula, aplicando 
logaritmos, 5! y 10! 


R: 5!-—118,1 siendo su valor exacto 120. 
10! — 3598 696 siendo su valor exacto 3 628 800. 


El tiempo de una oscilación simple de un péndulo ideal de longitud l es 


e=x)| on 
8 
Calcular t para 1=1,50m; g£= 9,81 5; «=3:14, R: 1.235, 


Los ángulos de un triángulo oblicuángulo ABC de lados a, b, c con 


p= 5 (a + b+«c) se determinan mediante las fórmulas 


y 34= A (p—<c) tg 7B= y lea) (p—.e) 


pip=a) ? plp—=b)  ” 
f(p— a) (p —Dd) . 
6 7 0= E p(p—c) 


Calcular los valores de A, B, C en los casos 
I) a=19im; b=21im; c=242m. 
R: A=4917'; B=56*52; C=73*51', 
1) a=7,36m; b=8,13m; c=9,32m. 
R: A= 49" 16'29"; B=57* 03' 16"; C=73* 4W' 15”. 
La frecuencia de resonancia, en ciclos por segundo, de un circuito está 
dada por 


2n Y LC 
donde £ es la inductancia en henrios y € la capacidad en faradios. Hallar f 
para 


L=4xX 10; C=3 x 10-10, R: 4,59 x 108, 
La energía de un cuerpo de masa m que está animado de una velocidad » es, 
de acuerdo a la teoria de la relatividad: 
E _P4_ 
A. 
Pa 


siendo c la velocidad de la luz. ¿Caldcwularispántas veces mayor que la energía 
del cuerpo en reposo (v= 0). es la que corresponde a un cuerpo con velocidad 


- 
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D == . E Rs 1,5 
=3 0 : 1,15, 

ID) v=0,J9C. R: 2,29. 

En n-1 

13. Calcular: a”; a"; a” para 

D) a=1,9; n=1,4. R: 2,456; 1,582; 1.201. 
II) a=0,19; n=1,4 R: 0,0978; 0,3048; 0,622, 


2. VALORES ABSOLUTOS - INTERVALOS - ENTORNOS 


El valor absoluto o módulo de un número real es el número real 
considerado con signo positivo. Se lo representa con dos barras ver- 
ticales. 


Así: 13]=3, |-3]=3, )68-7]=2 )-3+1]=% 
Si representamos los números reales mediante puntos de una 


recta, el valor absoluto da la distancia del punto representativo al 


origen O. 
-J 7 E 
Fic. 11-1. 
Si es |a!| =3 puede ser a=3 6 bien a= — 3. 


Para los números reales vale la desigualdad: 
ja+b|<lja| +10] 

que se enuncia así: El valor absoluto de la suma de dos números 
reales es menor o igual que la suma de los valores absolutos de estos 
números. 

En efecto, de acuerdo a lo estudiado en álgebra, si a y b son del 
mismo signo (positivo o negativo) vale el signo =, mientras que 
si a y b son de distinto signo vale el signo <. 


EJEMPLOS: 
8735 13144813135 < 131416131345 |</l314 1315 
|[|=3=5[=!< 34]. 51, 


q Valen además las siguientes desigualdades que el lector podrá demostrar 
Fácilmente y verificar con ejemplos numéricos: 


la+biz2!la!— ib jas bi=lel. ¡bl 
ja: bi=!la' : bo (suponiendo b=0) 

Nota: Si a y b representan números complejos, también valen las relaciones 

mteriores para sus módulos, como resulta de sencillas propiedades geométricas. 

Intervalo cerrado (a, bh) de números reales o de puntos de una 

recta es el conjunto de números o puntos r que verifican las des- 


igualdades 


a<isSb. 


SA 
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El intervalo [|< c es el conjunto de los puntos x que veri- 
fican las desigualdades —c<x< Cc. 

Si los valores x verifican la relación a <x< bh se dice que el 
intervalo es abierto a la derecha y si vanticón la relación a < xr <b, 
que es abierto a la izquierda. 

El intervalo es abierto si los valores x verifican la relación 
a<x<b, 

Entorno de un punto a de semiamplitud £ es el conjunto de 
puntos x determinados por ¡z—a|<Xe o sea que verifican las 
desigualdades 

a—t£xSa+r. 

Obsérvese que | x— a | expresa la distancia entre los puntos de 

abscisas Y y 4. 


Ejercicios: 

1. ¿Qué números verifican la condición |x] <2? (Efectúese la representación 
gráfica y verifíquese que se trata de un segmento de longitud 4). 

2. ¿Qué relación verifican los puntos de abscisa x que cumplen la desigual- 
dad ¡x—3!|<1? ¿El punto x=2 pertenece al conjunto? ¿y el origen? 
R: 92< 1 < 4; Si; No. 


3. ¿Cuáles son todos los puntos que verifican la relación 


—- |> 1.000? 


R: Los puntos del entorno del origen de semiamplitud igual a 0,001, 


Sp z—1 
4. ¿Donde se encuentran los puntos x que verifican FrEn < 1? 
R: La igualdad corresponde al origen y los puntos x>0 verifican la des- 
igualdad. 
5. ¿Qué representa |x| > 10? 
R: Las das semirrectas que partiendo de x=10 y z=—10 van ha- 
cia +4 % y — % respectivamente. 
6. ¿Qué representa |x—5|>2? 
R: Las semirrectas que parten de los puntos 7 y 3 hasta 4 % y — X 


excluidos los puntos 7 y 3. 
Demostrar que si a y b son números reales cualesquiera es 
a? + b2 > 2ab 
y que el signo igual solo vale si a= b. 
[Téngase en cuenta que es (a — b)2 > 0]. 
8. Sia y b son números reales y positivos con a lo b, demostrar que 


ll mas +. ab 


e FP” 
9. Demostrar la desigualdad de Caucnv: 
(a? + ah +43) (b74+b24+b2) > (a,b, + asb, + azby)? 
Erogegpecia previamente la identidad de Lacranor: 
(a + a+ az) (94 b3 > dE)  =(81b, + 2yb, + azba)? + (a,b, — ab, + 
+ (a1b3 — azb,)? + (a2by — azba)”.] 
10. Generalícese la desigualdad del ejercicio anterior para n sumados. 


a] 
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1 
3, FUNCIONES 


Se dice que y es función de x, cuando a cada valor de x corres- 
ponde un valor de y. 

Se utiliza habitualmente la notación de Leoxarbo EuLer y = f(x) 
que se lee, “y función de x”, o también “y igual a efe de x” (?*). 

La variable x se llama variable independiente y la variable y se 
llama variable dependiente o función. 

Consideraremos sólo variables reales. salvo en algunos casos excep- 
cionales que señalaremos especialmente y en los cuales utilizaremos 


números complejos. : 
EJEMPLOS: 
1") Sea y=x?. A los valores 
1 : 
t=lk. 103: 8 VE; 3 corresponden respectivamente los 


valores 
ri: 188: 9: 9: SE 
También se escribe f(1) =1; f(1,5) = 2,25; f(— 3) =9; etc. 


2%) Sea y== A los valores 


x=2; — Ea V 2; 0.005, corresponden respectivamente los 
valores a 
y=08; —. L£/T, 20. 
Ss Y 
3%) Sea v=>+vVW1—a?. A los valores 
x= —0.5: 08: l: —1: 2, corresponden respectivamente los 
valores y=+vV0.75: 0.6: 0; 0: no existe valor real correspondiente 


al valor =2. Lo mismo ocurre para los valores > 1,6 x<—1l. 


CAMPO DE EXISTENCIA. En el ejemplo 1”), a la variable x se 


le puede adjudicar cualquier valor real. El campo de existencia de 
esta función es el conjunto de todos los valores reales. 


En el ejemplo 2%), x no puede tomar el valor 0, pues la divi- 


sión por cero carece de sentido. El campo de existencia de esta 
función es el conjunto de los valores positivos y negativos de zx. 


En el ejemplo 3%), x debe ser tal que su cuadrado tome valores 


menores o iguales que 1, para lo cual x debe tomar valores com- 
prendidos entre — 1 y +1, es decir —1<xx<1, o lo que es lo 
mismo, |x| < 1. 


OBSERVACIÓN SOBRE LA DEFINICIÓN DE FUNCIÓN. Durante mucho 
tiempo los matemáticos consideraron como funciones sólo aquellas 
relaciones que permitían obtener valores y, cuando se efectuaban 


(1) Otras notaciones muy frecuentes son y =y(x), para el caso general; 


v=f(r) para expresar el volumen en función del radio; e =e(t) para designar 
el espacio en función del tiempo, etc. 
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sobre la variable x operaciones aritméticas, tal como vimos en los 
tres ejemplos dados anteriormente. Pero la definición de función 
sólo exige que exista una relación bien precisa entre esos dos con- 
juntos de valores. Asi, en los cursos de trigonometría se consideran 
funciones como y = sen x que relacionan los ángulos x con números 
definidos como cocientes de segmentos. Tampoco es necesario que 
exista una relación geométrica para que exista función. Recién 
en 1837 Leyeuwe DiricHLer dió el concepto moderno de función 
como relación arbitraria y presentó la función de Dirichlet definida 
en la siguiente forma: 

Para x racional es y = 1. 

Para x irracional es y = 0. 


Dado un valor real x cualquiera o es racional (como 2; — 5; 


E; — 0,73) o es irracional (como Y 2; m; — log 5). En ambos casos 


le corresponde un valor y, perfectamente definido. 


En cambio si consideramos todas las curvas cerradas de un plano 
y para cada una de ellas, al perímetro x le hacemos corresponder el 
área y que encierra, no tendremos una función, pues el solo conoci- 
miento de la longitud "del perímetro no determina el área correspon- 
diente. En el caso particular de que se trate de poligonos regulares, 
el área es función del perímetro. 


EJERCICIOS: 
1. Dadas las funciones f(1) =8:(4 + 12); g(1) =21-%; h(1) = 7, 


calcular f(0); f(— 1); e(-4): e(+) ¿ A(10); A(—2); (3): 


R: f(0)=2, f(- p=$ e(- : =2vy2, e(3)=v2 A) =%, 


0 | AN AS 
2 =p (3) "3 3 


2. Dada la función f(x) = as calcular 


Dfiz+h) —f(2). R: —h:1(1+h). 
ID f(x 4h) —f$txr-— h). R: —2h: (2 — h2). 
3. Dado f(2m) = log ==» probar que /(£ 41) +$() =10g = 


4. Expresar el área A del cuadrado inscripto en una circunferencia de radio r 
en función de r. 


R: A= 2r?. 


Nota: En los “Complementos teóricos” se amplía y se comenta la noción de 
función. 
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4, COORDENADAS CARTESIANAS 


Puesto que a cada valor real x le corresponde un único punto 
de una recta (pág. 10), podremos representar los pares de valores 
(x. y) de una cierta función por pares de puntos situados sobre 
2 rectas r y r”, 


E , A B a 
EL Ll" YB . 
Y 
Fic. 1-2, —A los puntos A, B, C, ... de r de abscisas A, la 
función y = 12 les hace corr esponder los puntos 4, B*,C',... 


de r' de abscisas 22, 


Mucho más intuitiva resulta la representación cartesiana que 
consiste en representar cada par de valores (x, y) por un punto P de 
un plano, de modo tal que la medida de los segmentos OR y OS, 
respecto de una cierta unidad, determinados por las paralelas tra- 
zadas desde P a las rectas r y r”, sean iguales, respectivamente, a los 
números x e y. 


Fic. 11-3. — Distintas representaciones cartesianas de la función y = 22, 


El valor x se llama abscisa de P y el valor y, ordenada de P. 

La abscisa y la ordenada de un punto constituyen las coordenadas 
tesianas del punto. 

El conjunto de los puntos P dará el diagrama de la función 
=fíx). 
Habitualmente se eligen para trazar los diagramas las coorde- 
s cartesianas ortogonales, en cuyo caso las rectas r y r” son per- 


diculares. 


La fusión de los conceptos geométricos y aritméticos es una de las grandes 
de la ciencia. 
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Eucrimes y en general los griegos, empleaban un lenguaje geométrico para 
establecer propiedades aritméticas. Las denominaciones de cuadrado y cubo para 
designar la segunda y tercera potencia de un número reflejan esa vinculación. 

También Arononio expresaba las propiedades de las cónicas mediante rela- 
ciones que, en lo fundamental, constituyen lo que se llama actualmente las coor- 
denadas cartesianas, aunque siempre vinculadas intrínsecamente a las figuras. 

Pero es justo atribuir a Descartes (en latin Cartesius) la invención de la 
geometría analítica al publicar en 1637 la Geometria como apéndice del “Discurso 
del Método”, pues ahí se establece en una forma general la equivalencia entre las 
ecuaciones (álgebra) y las curvas (geometria). 

Contemporáneamente con Descartes, P. ne Permar, jurista de profesión y 
“aficionado” de las matemáticas, también llegó a resultados análogos, habiendo 
sido el primero que, en el nuevo lenguaje, introdujo las ecuaciones de la recta 
y de las cónicas. 


EJERCICIOS: 


1 Dibújese en un plano un sistema de ejes cartesianos ortogonales, adoptando 
la misma unidad para los ejes de abscisas y ordenadas; señálense los siguientes 
puntos dados por sus coordenadas: 

A (2, 3); B(— 2, 1); C (—1, — 2); D(4, —1). Verifiquese con una es- 
cuarlra que los segmentos AB y AD son perpendiculares. 

En un sistema cartesiano ortogonal verifiquese la longitud del segmento AB 
(aplicando el teorema de Prrácoras) en los siguientes casos: 


to 


a) A(2, 1); B(2,—3). Ri AB=4, 
b) Al—1, 1)  B(-1,4). R: AB=3. 
c) A(5, 4); B(1, 1). R: AB=5. 
d) A(-2,3); B(6,—3). R: AB=10, 
e) Alzy yr); Blía, Yu). Ri AB=vV(x, — 12)2+ (Y, — Y 2)? 


3. Trazar el diagrama correspondiente a la función y =—>17 en tres gráficos 


to] pudo 


cartesianos: 
a) Con ejes ortogonales; b) Con ejes que formen un ángulo de 60; c) Con 
ejes que formen un ángulo de 120* 


5. DIBUJOS Y ESCALAS 


Para trazar los diagramas cartesianos habrá que adoptar sobre 
las rectas que constituyen los ejes de abscisas y ordenadas, origenes 
y unidades dependientes de la función a representar y de las dimen- 
siones de la figura. 


Veremos en dos ejemplos concretos como debe procederse: 


1%) Sea representar en un diagrama cartesiano ortogonal la función y = x7, 
para x variando entre 10 y 20, siendo las dimensiones de la hoja de dibujo 
5cm X B cm. 

Como x varía 20 — 1010 unidades y el ancho de la hoja es 5cm, debe 
multiplicarse la abscisa por un módulo m, de modo que sea m,.10=>53cm. lo 


á 1 ; ! 
cual determina m,=- cm. La escala que se debe construir sobre el eje de las 


abscisas tiene la ecuación E, => (x — 10), donde hemos restado a la variable x el 


valor inicial 10, 
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Para determinar la escala sobre el ejo y, observamos que sus valores varian 
entre 102 y 202, o sea que su variación es de 300 unidades. Llamando »n, al 


Lis 8 
módulo en esta escala, debe verificarse m,.300=8cm, o sea m,=-——cm. La 


8 E 
300 (y — 100), pues 10%= 100 es el valor 


que corresponde al valor inicial de las z. 


ecuación de esta escala será E, = 


Construidas las 2 escalas, se llevan al dibujo pares de puntos (x, y) que 
permiten trazar el diagrama correspondiente. 


! Fic. TES. 
Gráfico de y = a?, Gráfico de y = 1000 :x, 


27) Sea representar la función y = para x variando entre 2 y 10 


en una hoja de papel de 5cm X 8 cm. 


En este caso debe ser m,.8=5 cm, es decir m,¿=-cm. La ecuación de 


| u 


esta escala será E,= - (x — 2). 


1000... 1000 
A 


ordenadas será de 400 unidades y el módulo se determina por la relación mm, . W0 = 


Como la y varía entre 


= 100, la diferencia de 


1 .. , 1 
=8cm o sea m5 cm. La ecuación de esta escala será E,=35 (y — 100). 
La construcción del cuadro de valores (x, y) se facilita mucho utilizando 
las tablas muméricas que hemos colocado en el apéndice y cuyo uso recomen- 
1 000 
zx 


damos en todo momento. En particular las funciones y =x?%, y= están 


tabuladas para x entero variando entre 1 y 1000. 
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EJERCICIOS: 

1. Representar en una hoja rectangular de 10cm X 25cm la función y = 1% 
para x variando de — 5 a +5. 
(Resulta m,=1l1cm y m,= 0,1 cm). 


to 


En el mismo papel del ejercicio anterior representar la misma función 
para x comprendido entre 5 y 6. 
(Se obtendrán m,=10cm y m,= 0,27 cm). 


6. FUNCIONES UNIFORMES Y MULTIFORMES 


En la introducción hemos señalado que existen operaciones como 
la suma o la potenciación que son uniformes pues dan un resultado 
único, mientras que existen otras como la radicacion que son multi- 
formes pues proporcionan para un mismo valor distintos resultados. 


Se denominan funciones uniformes y = f(x) aquellas que hacen 
corresponder a cada valor de la variable independiente x un valor y. 
En cambio en las funciones multiformes a cada valor x corresponden 
varios valores y. 


Y fi (a) 


Función uniforme. Función multiforme. 


Nosotros consideraremos sólo funciones uniformes y cuando se 
presenten funciones multiformes las “separaremos” en varias fun- 
ciones uniformes. 


En el caso de la figura 6(b) consideramos las funciones f(x). 
folx). fa(x) definidas respectivamente en los intervalos (a, c), (b. c) 
y (b, d) cuyos diagramas son los arcos MN, RN y ES, 


7. FUNCIONES PARES E IMPARES 


Hay condiciones de simetría que facilitan el trazado de diagra- 
mas cartesianos correspondientes a ciertas funciones. Así para dibujar 
la curva correspondiente a la función y = 27% basta considerar los 
valores positivos de x, pues para los correspondientes valores nega- 
tivos — + el valor de y es el mismo. dado que (— x2)% = 27 


AAq 0 e nnaqX 
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Las funciones de este tipo se llaman pares y en general diremos 
que f(x) es una función par si verifica la relación f(x) = f(— 1). 


Y, i Y, 
AA LT 
O O 
Fic. 1-7, 


Función par. Función impar. 


Desde el punto de vista gráfico, el diagrama en un sistema carte- 
siano ortogonal resulta simétrico respecto del eje de las y. 


Para la función f(x) = x* resultan opuestos los valores de ) 
correspondientes a valores opuestos de x. Esta función es impar 
y en general se dice que una función es impar si verifica la rela- 


ción f(x) = —f(- 2). 


Hay funciones que no son pares ni impares; por ejemplo f(x) = 
=14 —3x +4. Pero en cambio vale el siguiente teorema: 


Toda función es igual a la suma de una función par y de una 
función impar. En efecto, en base a la identidad 


(0) =3 110 +1E01+3 110) 12D) 


resulta de inmediato la demostración, pues el primer corchete encierra 
una función par y el segundo una función impar, 


En el ejemplo anterior las 2 funciones son, respectivamente, 
(14 +4) y (— 31). 


8. FUNCIONES DEFINIDAS PARAMETRICAMENTE 


No siempre las funciones se dan como una relación directa entre 
las variables x e y. En el curso del libro encontraremos funciones 
definidas mediante una tercer variable, designada generalmente con 
la letra £, llamada parámetro. 


Tal es el caso de las relaciones 


A a A y =21”, 


CAPÍTULO MI 


FUNCIONES ALGEBRAICAS 


1. LA FUNCION LINEAL Y LA LINEA RECTA 
Y 
Y 
este caso constantemente igual a m. La única curva que tiene esta 
Y propiedad es la línea recta. La tangente 
trigonométrica del ángulo a que forma la 
recta con el semieje positivo de las x es 
TZ precisamente este valor m, llamado coefi- 
ciente angular o pendiente de la recta. 


Sea la función y = mx con m constante. La relación + es en 


Fic. 1HT-1. 


Ejemepros: 


La recta r, bisectriz del primero y tercer cuadrante, forma con el semieje 
positivo de las x un ángulo au — 45%; por ser m = tg 45? —= 1, la ecuación de r será 
Y=ZT+. 

La recta r”, bisectriz del segundo y cuarto cuadrante, forma un ángulo de 
135%; por ser m= tg 135” =— 1, la ecuación de r' será y=— 1. 

También la función y = mx + b representa una recta. En efecto, 
si a cada ordenada y = mx de r le agregamos el valor b, obtendre- 
mos una recta paralela a la anterior. Yy 

El coeficiente b recibe el nombre de 
ordenada en el origen, pues para x=0 a "id 
resulta y = b. 


Los valores m y b son parámetros; z 
para cada recta tienen un valor determi- 
nado. Variando el valor de estos paráme- 


tros se tienen distintas rectas. o: TES, 
Esercicios: 

1. Escribir las ecuaciones de las rectas repre- 
sentadas en las figuras IIT-4: 

R: (a) y=x +2; (b) y=x-— 1; 

(ct) y=—zx+t1; (d) y=-x-—23. 
Escribir las ecuaciones de las paralelas a las 
rectas del ejercicio anterior que pasan por 
el punto A indicado en las figuras. 

Ri: y=12—4% y=23+% y=-—21+4; 
y=-—i++t. 

¿Qué representa la desigualdad y < x + 2? 

R: El semiplano respecto de la recta y = 
=1 +2 que contiene al origen. 

4. Interpretar las desigualdades y >x—1; y<—ux—3, 
R: El ángulo cuvo vértice es (— 1; — 2) y cuyos lados tienen pendientes 
l y —1, abierto hacia el eje de las x negativas. 


to 


Fr6. 1113. 3. 
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Casos PARTICULANES DE RECTAS: En lo anterior hemos supuesto 
que la recta r no era paralela (ni coincidente) a los ejes coordenados. 

Si r cs paralela al eje x, todas sus ordenadas equidistan de este 
eje (fig, 5), luego en todos sus puntos es y = b. Esta ecuación está 
incluida dentro del caso general, pues para «4 = 0 es m =0. 


Fic. 1-4, 


Si r es paralela al eje de las y, las abscisas de sus puntos tienen 
todas el mismo valor c (fig. 6); luego su ecuación es x= Cc. 

En particular, el eje de las abscisas tiene la ecuación y = 0, y 
el eje de las ordenadas, x = 0, 


Y Y 
Pr 
E 
z LD 
Fic. 1-5. -— Recta y = b. Fic. 1-6. — Recta x = c. 


RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES: Todas las rectas parale- 
las tienen el mismo coeficiente angular m por formar el mismo ángulo 
con el semieje positivo de las z. 


y y 


Fic. 1I-7. — Rectas paralelas. Fro. 111-8. — Rectas perpendicula- 
res. 
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Si r y r” son perpendiculares, resulta, en el caso de la figura 8. 
a” = 90? + a, 
porque un ángulo exterior de un triángulo es igual a la suma de 
los ángulos interiores no adyacentes. Se tiene entonces, 
E ho a o o : A. 
m' = tg a' = tg(90” + a) = — cotg a = > +: 
Los coeficientes angulares de 2 rectas perpendiculares son reci- 
procos y de signo opuesto. 


Recras QUE PASAN POR UN PUNTO: La ecuación de todas las 
rectas del plano es: 
Yy y = mx + b. [1] 
Las rectas que pasan por el punto P de 
Pp coordenadas Yo, Yo deben verificar esta rela- 
ción, es decir, se debe cumplir 


Yo = MXo + b. [2] 

Restando las expresiones [1] y [2] se 

Zo ZP tiene la ecuación del haz de rectas que 
Fic. 19, pasa por P: 

PY = miz = Y [3] 


RecTA QUE PASA POR DOS PUNTOS: De entre las infinitas rectas 
que pasan por el punto P(xo, Yo) hay una sola que pasa además por 
Qízxi, y1). El valor del coeficiente mm se obtiene observando que en 
el triángulo POR es 
QR_ yy. Y 
PR E A 

Resulta entonces, reemplazando 
en [3]: 


m= ga — 


Y: ==. 9% = JAPO A 
y Yo Li — Zo (x Zo), 


que se puede escribir más simétrica- 
mente en la forma 

E ES 2 O: E , 

Xi — Xp Y1 — Yo 
o también empleando determinantes: 


p $» 1 
Lo Yo 11=8Y4 
Xy Yi 1 


EJERCICIOS: 
1, Mostrar que toda expresión del tipo 
Ar+By=C=0 


representa una recta, 


3. 


4 


5. 


YU. m 
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: A A 
R: Resulta m = qi?= ñ 


¿Qué relación deben verificar A, B, C si 


I) la recta pasa por el origen; By =p 
II) la recta pasa por (2, 3); R: 24+3B+4+C=0 
TIT) la recta tiene pendiente m= — 1; R: A=B. 
IV) la recta pasa por (1, 2) y es paralela al eje de las y. 
R: B=0;C+A=0 


Trazar la recta 
I) que pase por (2, 3) y tenga pendiente 2; R: y=2r—1. 
11) que pase por (1, 0) y tenga pendiente Y; R: y=Yxr— 1%. 
III) que pase por (— 2, 3) y forme un ángulo de 135” con el eje de las x; 


R:y=—x+1. 
IV) que pase por (1, 3) y sea paralela al eje de las x; 

R: y=3. 
V) que pase por (— 2, 5) y sea paralela al eje de las y. 

R: 1=—2, 


Si A(2, 1); B(4., — 2); C(— 1, —1) son 3 de los vértices de un paralelo- 
gramo ABCD, hallar las coordenadas del cuarto vértice D y la ecuación de 
las diagonales. Trazar el gráfico correspondiente. 
R: D(— 3, 2); AC: 2x— 3y— 1=0; BD: 4x + 7y—2=0. 
Hallar las coordenadas del vértice D en los paralelogramos ACBD y BACD 
tomando A, B y C del ejercicio anterior. 
R: D(7, 0); D(1, — 4). 
Representar las rectas: 
AB) lix+ 4y—71=0; 
BC) 51+ 13y + 46 =0; 
AC) 6r— % + 6=0. 
Determinar (resolviendo los correspondientes sistemas de 2 ecuaciones con 
2 incógnitas) las coordenadas de los vértices A, B, C del triángulo ABC. 
Calcular las ecuaciones de las alturas de este triángulo. Verificar que las 3 
alturas se encuentran en un punto. 
R: A(5, 4); B(9, — 7); C(— 4, — 2); 
ha) 13x— 5y—45=0; 
hi) 31+ 2y—13=0; 
ho) 4r—ity— 6=0. 
La condición para que las 3 alturas se corten en un punto es que “el deter- 
minante formado por los coeficientes del sistema dado por las 3 ecuaciones 
sea igual a 0”. 
Hacer la gráfica (C, F) y hallar la expresión lineal entre las temperaturas 
Celsius y Farenheit, recordando que a 0” C corresponden 32* F y a 100” C 
corresponden 212” F, 


R: 9IC—5F+160=0. y 


Representar la función y = |x| = YVx?, donde |x| E 
es el valor absoluto de x. es decir, el valor + x 

si í es positivo y — x si x es negativo. La grá- 
fica se compondrá de 2 semirrectas: para valores 
positivos de x será y=x, bisectriz del pri- 
* mer cuadrante, y para valores negativos será 0 
yr = — 1, bisectriz del segundo cuadrante. Fic. 1P-11. 
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8. Representar la función y = lx — 1! 
9. Representar la función y = lx + 1!. 
10. Representar la función y = lx — 21 + |x +2] — 2. 
(Obsérvese que para 1>2 se pueden quitar las barras de los términos y 
resulta la semirrecta y =2x —2. En el intervalo — 2 < x < 2, para quitar 
las barras habrá que invertir la diferencia del primer sumando, quedando el 
resto igual: y=(2—zx)+(1+2) —2=2, o sea, la representación grá- 
fica será el segmento de ordenada 2, paralelo al eje de las x. Para x < —2 
habrá que cambiar los signos de los primeros términos: y=2—x—1— 
—2—2= — 21 —2, cuya gráfica es otra semirrecta). 
Y, 11. Representar la función 
y =2lx] — |x — 11]. 
(Obsérvese que basta unir sucesivamente 
con segmentos rectilineos los puntos co- 
rrespondientes a 1=0 y x= 1 y trazar 


para <0 la semirrecta y=—x—1 
A y para x>1 la semirrecta y=x +1 
(fig. 11-12), 
12. Representar la función 
FigG. 111-12. y=|lx| + |[r— 1] + |x — 21. 


13. ¿Cuál es el lugar de los puntos del plano 
que verifican la desigualdad x > [y] + 12 


14. Representar la función y =sgn x, donde sgn se lee “signo de x” y significa: 
Pará x>0, y=1; 
1=0, y=0; 
<0 y=-—1. 


15. Representar la función y = [x], donde [1] se lee “parte entera de 1” y sig- 
nifica la parte entera con exclusión de la parte decimal, supuesta positiva. 


Así, [0,75] = 0; [3,14] =3; [— 5,6] = — 6, pues — 5,6 =—-6 + 0.4. 

R: Se obtiene una “escalera” cuyos peldaños tienen las alturas 0, 1, 2. ..., 
para valores positivos de x, y — 1, — 2, — 3, ..., para valores nega- 
tivos de z. 


16. Representar la función que da la parte decimal definida de acuerdo al 
ejercicio anterior. 1 


| 
y 

1 ó 
Fic. 111-13. 


(El arquito que aparece en la parte superior de los segmentos indica que 
se debe excluir el extremo, pues para cada valor entero la parte decimal 
es nula). 
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17, Representar la función definida en la siguiente forma: 
Si x<0, es y=0; 
U<xw< 1 es. y =2x; 
=tl, ey =3: 
1<xr<2 e y=-—21 + 4; 
22, es y=0. 

(Compárese con la figura V-4), 

GRÁFICOS DE MOVIMIENTOS UNIFORMES: Un movimiento es uni- 
forme cuando los espacios recorridos e son proporcionales a los tiem- 
pos t: 

e = ut, 
siendo la constante de proporcionalidad el valor » de la velocidad del 
móvil. Si en un gráfico cartesiano se llevan sobre los ejes coorde- 
nados las variables £ y e, se tendrá una ( 


recta (I) que, partiendo del origen, tie- 


ne una pendiente igual a ». 

Si para t = 0 el móvil se encuentra 
en un punto a una distancia e, del ori- 
gen de los espacios (recta II), será: 

e = €o + ut, 
y si los tiempos se cuentan a partir de 
un instante tp (recta IT), será: 
e = €o + v(t — to). 
La representación gráfica es par- 


0 
ticularmente apropiada para la deter- Fic. TL-14. 
minación de los encuentros de móviles. 

Ejrercicios: 


1. Un móvil parte de A con una velocidad de 20 km por hora y en el mismo 
instante parte, en sentido opuesto, desde B, otro móvil, situado a 200 km 
de A, con una velocidad de 30 km por hora. Trazar las gráficas de las 
trayectorias de los móviles y determinar el punto de encuentro. 
Analiticamente, los movimientos de los 2 móviles tienen las siguientes ecua- 
ciones: 

A) e=20 t, 
B) e=200 — 30 +. 
El encuentro se producirá cuando sea 
20 +=200 — 30 +, 
o sea, 1 =4 horas. 

2. Un motociclista parte de A hacia B a 28 km/h. En el mismo instante un 
ciclista parte, en el mismo sentido, de B, situado a 10 km de A, a una 
velocidad de 20 km/h. Hallar la hora y la posición del encuentro. Hacer 
el gráfico de las trayectorias. 

R: Se encuentran a la hora y 15 minutos y a 35 km de A. 

3. A las 1212 parte de A un tren con velocidad de 50 km/h. Calcular grá- 
ficamente el momento y lugar en que alcanzará a otro tren que ha par- 
tido a las 12h de la próxima estación, situada a 30 km, con una velocidad 
de 40 km/h. Verificar analíticamente, escribiendo las ecuaciones de las tra- 
yectorias de los trenes. 

R: Se encuentran a las 16 horas a 190 km de A. 
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4. Dos personas no tienen más que una bicicleta para hacer un trayecto de 
21 km. La primera parte con la bicicleta a una velocidad de 15 km h al 
mismo tiempo que la segunda ya a pie a 4,5 km/h. Después de un cierto 
trayecto la primera persona deja la bicicleta al costado del camino y ter- 
mina el trayecto a pie a una velocidad de 5 km/h. La segunda persona 
encuentra la bicicleta y con ella recorre el resto del camino a 12 km/h. 
Las dos personas llegan juntas a su destino. Calcular la distancia del 
punto de partida al lugar donde se dejó la bicicleta y la duración total 
del recorrido. Construir los gráficos de la marcha de los viajeros, 
Solución: Si la distancia que recorrió la primera persona en bicicleta es x km, 
la distancia que recorrió a pie es (21 — x)km, El tiempo t, que empleó para 
hacer este trayecto, teniendo en cuenta las velocidades correspondientes, es 

x 21 —ux 
e: LN 


El tiempo que empleó la segunda persona es el mismo y está dado por 


í 2 zx 
== TT 


Igualando los segundos miembros de las expresiones dadas se obtiene una 
ecuación de primer grado que se satisface para x= 9 km, es decir, la bici- 
cleta se dejó a 9 km del punto de partida y se emplearon 3* en hacer 
toda la trayectoria. 


t 


5. Para recorrer un camino empinado de 240 km un auto va en el ascenso 
a 60 km/h y en el descenso a 80 km/h. Otro auto, que va constantemente 

a 70 km/h, ¿tardará el mismo tiempo en recorrer el camino ida y vuelta? 
Trazar gráficamente las dos trayectorias. Hacer la discusión general para 

] ; ds L ,£ 

un camino L y velocidades v, y va distintas, mostrando que es 3 = e Ss 
1 . 


5 2L 
1 (o, + Ya) 
R: El primero tarda 7% y el segundo 6151258, Para demostrar la des- 
igualdad general téngase en cuenta el ejercicio 8 de la página 20. 
6. Todos los días, a mediodía, sale un barco de A hacia B y otro de B hacia 


SERRA 


SS 
O 
e 
ss 


MX 
se 
O) 
9% 
eS 
xo 
(QX 

» 

%) 


7 
0) 
0% 
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0%) 
XX 
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e 
e 
2 


ÑS 


SLLZZ 
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92SO 


> di. 0 dl 


Fi6. 11-15. 
(I) Trayectoria del barco que salió el jueves de la semana anterior de B. 
(11) Trayectoria del barco que sale el viernes de B, 
$ (III) Trayectoria del barco que sale el lunes de A hacia B. 
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A. El viaje entre estos puntos se hace en 7 días, tanto en uno como en el 
otro sentido, ¿Cuántos barcos que hacen la travesia de B hacia A encuentra 
el barco que sale al mediodia de A? 

R: Efectuando los gráficos de los movimientos de los navíos se aclarará 
por qué hay 15 encuentros (incluyendo el de la partida y el de la 
llegada) y no 7, como contestan casi todas las personas a quienes se 
les propone este problema. 


ECcuACIONES PARAMÉTRICAS DE UNA RECTA: Si consideramos las 
dos relaciones 
=at+b, y=ct+d, [1] 
donde a, b, c, d son constantes, a cada valor del parámetro 1 corres- 
ponde un valor de x y un valor de y. Es fácil mostrar que los pares 
de valores (x, y) están situados sobre una recta. En efecto, igua- 
lando los valores que se obtienen despejando 1 en [1], resulta 
BSb_ SL hb 
a c 
Eliminando los denominadores y simplificando se llega a una 
expresión del tipo lineal: Ax + By + C =0. 


EJERCICIOS: 
1. Mostrar que la recta [1] dada en coordenadas paramétricas pasa por el 
punto de coordenadas (b, d) y que su pendiente es = 
2. Representar la recta dada por las ecuaciones paramétricas 
=2%-—i1, y=5 +3. 
2. FUNCION CUADRATICA 


La función y = ax? + bx + c se llama función cuadrática. 
Empezaremos por estudiar el caso particular: 


y =ax. 
Como para valores positivos o negativos de x se obtiene el mis- 
Y y 
y =ax?, y=ar, 
a >0. qx a<0, 
D 
1) 
O Fic. 111-16. 


mo valor de y, se trata de una función par (pág. 27), y en un sis- _ 
tema de ejes cartesianos ortogonales se tendrá como representación 
gráfica una curva simétrica respecto del eje y. En particular para 
x= 0, es y =0, es decir, la curva pasará por el origen de coordenadas. 


0 
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je entre estos puntos se hace en 7 di:idías, tanto en uno como en £ 9 
b, ¿Cuántos barcos que hacen la trav:ayesía de B hacia A encuenta lia lo 
me sale al mediodía de A? : / 
ndo los gráficos de los movimientostos de los navíos se aclarasAtí 

l hay 15 encuentros (incluyendo el el de la partida y el de la y 
We) y no 7, como contestan casi todardas las personas a quienes  %e 

bone este problema, / 


DINES PARAMÉTRICAS DE UNA REC“CTA: Si consideramos la As | 


r1=a+b, y=ctHAH+d, (ME A 
donde 4h, €, d son constantes, a cada valor >r del parámetro 1 CcOrrez $ | 
lor de x y un valor de y. Es fácácil mostrar que los pare2s 
(x, y) están situados sobre una a recta. En efecto, iguaa- 
lores que se obtienen despejando lo + en [1], resulta 
So 

a e 


ando los denominadores y simpliolificando se llega a una 
tipo lineal: Ax + By+C=0. 7, 


EJERCICI 
1. Mdlifar que la recta [1] dada en coordenadaidas paramétricas pasa por el 


de coordenadas (b, d) y que su pendiente te es £. 
a 

sentar la recta dada por las ecuaciones parjaramétricas 

z=2%=—i1, y=5t +3. 3. 
CUADRATICA 
función y = az? + bx + se llama +4 función cuadrática. 
emos por estudiar el caso particticular: 
y =ax?. 
O para valores positivos o negativos )s de x se obtiene el mis- 


Y 4 Y 


y =az y=azr*", 
a > 0. a < 0. 
7 xl 

; Y) 

É 

| a) cO 

Fic. 11-16. 

mo vale de y, se trata de una función par + (pág. 27), y en un sis- 
tema d cartesianos ortogonales se tendndrá como representación 
gráfica a curva simétrica respecto del eje je y, En particular para 


y = 0, es decir, la curva pasará por el el origen de coordenadas. 
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A. El viaje entre estos puntos se hace en 7 días, tanto en uno como en el 
otro sentido. ¿Cuántos barcos que hacen la travesia de B hacia A encuentra 
el barco que sale al mediodía de 4? 

R: Efectuando los gráficos de los movimientos de los navios se aclarará 
por qué hay 15 encuentros (incluyendo el de la partida y el de la 
llegada) y no 7, como contestan casi todas las personas a quienes se 
les propone este problema. 


EcuACIONES PARAMÉTRICAS DE UNA RECTA: Si consideramos las 

dos relaciones 
x=a+b, y=ct+d, [1] 
donde a, b, c, d son constantes, a cada valor del parámetro 1 corres- 
ponde un valor de x y un valor de y. Es fácil mostrar que los pares 
de valores (x, y) están situados sobre una recta. En efecto, igua- 
lando los valores que se obtienen despejando t en [1], resulta 
DE. Hd 
a € 

Eliminando los denominadores y simplificando se llega a una 

expresión del tipo lineal: Ax + By + C =0. 


EJERCICIOS: 
1, Mostrar que la recta [1] dada en coordenadas paramétricas pasa por el 
punto de coordenadas (b, d) y que su pendiente es -. 
2. Representar la recta dada por las ecuaciones paramétricas 
I=2%-—i1, y=5+3. 
2. FUNCION CUADRATICA 


La función y = ax? + bx + e se llama función cuadrática. 
Empezaremos por estudiar el caso particular: 


y = ax. 
Como para valores positivos o negativos de x se obtiene el mis- 
Y, Y, 
y =ax?, y =aux?, 
a > 0. dx a<o 
l 
Y) 
O Fic. 111-16. 


mo valor de y, se trata de una función par (pág. 27). y en un sis- 
tema de ejes cartesianos ortogonales se tendrá como representación 
gráfica una curva simétrica respecto del eje y. En particular para 
r = 0, es y = 0, es decir, la curva pasará por el origen de coordenadas. 
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Si es a > 0, todos los valores y son positivos; si es a < 0, todos 
los valores y son negativos, como lo muestran las figuras 16(a) y 
16(b), respectivamente. 


1. Representar las curvas 
y, =4 2*; Ya =— Y 12, 
eligiendo 1 cm como unidad en los ejes de las abscisas y las ordenadas. 
2, Idem las curvas 
Y3=10x% y, = — 10022, 


Mostrar que pueden utilizarse las representaciones del ejercicio 1. En 
efecto, puesto que es 5yy= Y2(10x)?, basta adoptar el cm como valor 
0,1 en el eje de las abscisas y 0,2 en el eje de las ordenadas para tener 
la gráfica de y,. Análogamente, como es Viy,= — 12(107)?, adoptando 
el cm como valor 0,1 en el eje de las abscisas y 2 en el eje de las orde- 
nadas, se tiene la curva y». 


3. Determinar las intersecciones de las parábolas del ejercicio 1 con la recta 
que pasa por los puntos (— 1,0) y (0,1). 
R: Gon y, resultan los puntos (1 + V3; 2+ V3), (1— V3; 2— v3). 
Veremos que la curva que representa la función y = ax? es una 
parábola, esto es, una curva cuyos puntos equidistan de un punto F, 
llamado foco, y una recta d, llamada directriz. 
Sea F un punto de coor- 


E 


denadas (0; Po) y sea d la 


An 1 
recta de ecuación x = — + 


Si P es un punto cualquiera 
de la curva y = ax”, resulta. 
con las notaciones de la fi- 
gura: 


PF = Y/PRE + FR = 


- 
Ti) + 


Fic. 111-17, PS =PL+ES=y+ E 


Elevando al cuadrado las respectivas expresiones se tiene: 


1 2 2 


desarrollando los cuadrados, simplificando y teniendo en cuenta que 
es y = ax”, resultan ambas expresiones iguales, con lo cual queda de- 
mostrado que es PF = PS. 
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Demostr remos ahora que la función cuadrática 
y=a*+bi+c 
también tiene como representación gráfica una parábola. 
En efecto, en el trinomio 


A CEA) 
194 a 


o 
to 


E, 
4a” 
con lo cual se completa el desarrollo del cuadrado de un binomio. 
Resulta entonces 


alfil rn E AN 
do id > dE) = a (=+ 37) 4a | 


e BY A 
=4 (e + a Pe [1] 
siendo A = b?— 4ac el discriminante de la ecuación de 2% grado 
ar + be +e=0. 
Introduciendo las notaciones 


podemos sumar y restar dentro de los paréntesis la expresión 


resulta la ecuación Y = aX?, que es, de acuerdo a lo visto en el pá- 
rrafo anterior, una parábola de eje vertical, con el vértice V en el 
origen X = 0; Y = 0. Estos valores corresponden, en las antiguas va- 
sabi us lo ias y E 
dabas, 1 eS 3 FS = 

Para hallar los puntos de in- 
tersección de la parábola con el 
eje de las x, es decir, para hallar 
los puntos y = 0, escribimos la ex- 
presión [1] descomponiendo la di- 
ferencia de cuadrados en el pro- 
ducto de la suma por la diferen- 
cia de las bases: 


Fic. 11-18. 
( 2 JD — Ha | ( 2 Vb — A 
y=a4 a+ 7) + =—_—_—_—_—— zx A — —__—— 
Ya Za h 2a 2a 


Como es a 40 (pues de lo contrario no se trataría de expresiones 
de 2% grado), los únicos valores que anulan a y son los que anulan 
a cada uno de los corchetes: 
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Xi 


== DANA — AE: o RE [2] 
La E La 

Estas son precisamente las raíces de la ecuación de 2* grado: 
ar? + bx+c=0. 

Si es A=b?2— 4ac > 0, resultan dos raíces, 11 y to, reales y" 
distintas, Si es A< 0, resultan dos raíces imaginarias conjugadas, y 
A r . . b 
si es A=0, las dos raíces son coincidentes: 11 = Ya = — q 

De acuerdo a las expresiones [2] la suma de las raices x1 3 X2 


es igual a — 0 y el producto de las raices es E 


a+te=-=>% aum=* 
a a 
Estas relaciones permiten escribir el trinomio 
y=at*tH+bx+c 
como producto de dos factores binomiales; 


y=aé+bi+c =a(8 +2 ua Le alx?— (2, + 22)x + 1,2] = 


! 


ala? — 11; — 2% + 21%2] = a[x(z — 21) — xalxr — x1)] = 
ax — 1) (2. — Za). 


EJERCICIOS: 


1, Representar las funciones cuadráticas: 

a) r=YV12—4r +9, 

br y=YVlix— 1)?, 

cl y=—a4+2r—1, 

d) ry= (1—2) (2rx— 1). 

El área A de la corona circular comprendida entre 2 circunferencias de 
radios R y res A=x(R?*— y2). Representar 4 (en cm?) en función de 
R parar=1,2,3 cm. 


to 


; 5 r 
Análogamente, representar A en función de R para q= Y. 
1] 


3, Determinar la función cuadrática que pasa por los puntos A(0, 3); Bit, 2); 
C(—2, 11). 
Solución: Si se reemplaza en y=ax 7 + brW4-c. xr e y, sucesivamente, por. 
las coordenadas de los 3 puntos, se obtiene un sistema de 3 ecuaciones 
con 3 incógnitas, a, b y e, que resuelto da: a=1; b=—2: c=3, 

4. En el trinomio de 2” grado 

y =mx —2(m — lx + m 

determinar m de manera que las raices x, y y verifiquen la relación: 
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KR: ma — 2 vV6. 
5, Verificar las siguientes igualdades: 

a) 12—31+92= (— 1) (x — 2). 

b) 22 +47 +4= (2 + 2)2, 

c) 12—x—6= (1-3) (1 +2). 

d) 212 —51—3=2(1+ 12) (1 — 3). 

e) 312 + 3x—6=3(1-—1) (x + 2). 
6. Verificar las siguientes simplificaciones: 
a2—342_ (r—1) (1-2 _r—1 


e rr or id 
a—6r+9 x-—3 

o 

di HA E 


a +3x 
VALORES MÁXIMOS Y MÍNIMOS DE LA FUNCIÓN CUADRÁTICA: Pues- 


to que toda función de 2* grado 
y=at+bxr+e 


se puede llevar a la forma 
Y = ax? 
trasladando los ejes coordenados al punto V (vértice de la parábola) 


b A , , ¿A 
de coordenadas | — da? da» allí se encontrará el punto mínimo 


en el caso a > 0 y máximo en el caso a< 0. 
EJERCICIOS: 


1. ¿Para qué valor de x es máximo o mínimo el trinomio Y 1? — 4x + 9? 


Ú . 
=4 y es a >0, resulta un minimo en zx, =4,; 


Solución: Puesto que es a 


E A 
2. Hallar el valor de x que hace máxima la expresión 
4(4x + 1) — 22 
ja 13 
M8, 
3. Dividir el número 8 en 2 partes tales que su producto sea máximo. 
Solución: Si x es una de las partes, la otra será 8— x, y el producto 


1(8 — 1) es 9 función cuadrática y = — 12 + 8x, que alcanza su máximo 
A 
ara I= EA =* 
ó ==» 
4. Dividir el número a en 2 partes tales que su producto sea máximo, 
R: la. 


5. Mostrar que entre todos los rectángulos de perímetro dado el de mayor 
área es el cuadrado. 
(Téngase en cuenta el ejercicio anterior). 

6. Determinar la función cuadrática que se anula para 1=3 y x1=7 y que 
tenga un mínimo igual a —8. 


R: y=YUzx—3) (2 — 7). 
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=] 


Siendo constante la suma de dos cantidades variables. determinar que valor 
conviene darles para que la suma de sus cuadrados sea minima. 
R: Las dos cantidades deben ser iguales. 


8. Mostrar que entre todos los rectángulos de igual perímetro el de mayor 
diagonal es el cuadrado. 
(Apliquese el ejercicio anterior). 


TRAYECTORIA DE UN PROYECTIL EN EL vacio: Si se lanza con 
velocidad inicial yy un proyectil en el vacio. al cabo de un tiempo 1 
debería recorrer un segmento rectilineo de longitud vot, de no existir 
la fuerza de atracción terrestre. Veremos que la combinación de las 
2 fuerzas produce el movimiento parabólico del proyectil. 


Si la velocidad inicial vo forma un ángulo a con el eje de las 
abscisas de un sistema cartesiano con ori- 
gen en el punto inicial del movimiento, al 
cabo de un tiempo 1 el punto P tendrá las 
coordenadas dadas por las ecuaciones pa- 
ramétricas del movimiento: 


X = Vol COS A, 
Z, 
Frc. TIT-19. Xx 


qe 
Uy? sen a — gl” 
2 
Despejando 1 de la primer ecuación y reemplazándolo en la se- 
gunda se obtiene la ecuación cartesiana de la “parábola de tiro”: 


, Ly 1 a 6 ' UA 1 
A q ¿A A o + Y META 
: D, Cosa 2” u3cos* a 8 ge 


Di COS” U 
La altura máxima se obtiene para 


b_  tga 


El alcance máximo se obtiene para el valor x (distinto del ori- 


vi sen 2a 


= LL 4. 
g 


gen) que anule a y, es decir. para t2 = 


Esercicios (1): 


1. Calcular el alcance y la altura máxima a que llegará un proyectil lanzado 
con una velocidad inicial de 800 m/s con una inclinación de 40”, 


R: 1, =32 km, 1,= 64 km. 


(1) Los resultados distan mucho de la realidad. En el caso del ejercicio 1 
un proyectil de 300 kg y esa velocidad inicial mo llega a la mitad del alcance 
teórico, 


e — el ds 


mi. 
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2. Calcular la velocidad inicial de un tiro que, lanzado con una inclinación de 
35”, alcanzó a 30 km. 


R: vy = 559 m/s. 


3. ¿En qué instante £ el proyectil alcanza su altura máxima? 


— Uy sen ] 
8 
4. ¿Bajo qué ángulo a debe lanzarse un proyectil para que tenga un alcance 
máximo? 
R: a=45*. 


5. ¿Bajo qué ángulo a debe lanzarse un proyectil de velocidad inicial 1, para 
que pase por el punto (x,, y,)? ¿Cuáles puntos (x, y) son alcanzables y 
cuáles no? 


Solución: Siendo la trayectoria de la parábola y = x tg «4 — Er, (1 + tg au). 


reemplazando x e y por las coordenadas del punto se obtiene Sa. ecuación 
de 2* grado en tg «a que, resuelta, permite calcular «. 

Esta ecuación de segundo grado da valores reales de t8 « si el discrimi- 
nante es positivo o nulo: 


» 2871 


z 
A=x1i-— dd E 


205 


id 


de 
o sea, 
ve— Yu y,— BEAZ, 


Si despejamos y de esta última expresión (considerada igual a 0). resulta 


2 

g ” Do 

y== — YX 4 —) 
205, 2g 


ecuación de la parábola de seguridad que separa los puntos alcanzables desde 
el origen de los no alcanzables, partiendo de una velocidad vp. 


DesiGuALDAD DE 2” GRADO: La representación gráfica de la fun- 
ción cuadrática 
y=a?+bx+ce 
es, como hemos visto, una parábola vertical (abierta hacia arriba o 
hacia abajo, según que a sea positivo o negativo). 
Hemos señalado en la figura los va- 
lores x para los cuales se verifica la des- 
igualdad. 
ar+ bxr+ e >0,. 
Los valores x,, 1» verifican la igualdad 
at+br+o=0 
y los restantes valores de x satisfacen a Ea z 
ad+br+c<o. Fic. TI-20. 


Para estudiar la variación de signo del trinomio convendrá des- 
componerlo en los 2 factores binomiales 
y=ax*tbxlco=alx— 11) (x— za). 
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EJEMPLOS: 


1%) 


2") 


y 


4») 


EJERCICIOS: 


l, 


[Es] 
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Calcular los valores de x para los cuales se verifica 
a —3r—10Ss0, 
Por ser las raices de la ecuación correspondiente — 2 y 5, resulta « 
a—3r—10= (2+2) (1—5) 
y, por consiguiente, para 1 >5;x< —2, es y >0. 
Para —-2<1x<5 es y <O. 
Resolver la desigualdad — 61% — 7x4 5 >0. 


Siendo — 612 —7x+5=-— 6(1—Y2) (1 + S, resulta que la desigualdad 


se verifica si es: 3 <x<YyY. 


07 : y = b / 
El valor máximo del trinomio se obtiene para x= O En ese 


punto la ordenada es a 


Resolver la desigualdad 23? + x +2 > 0. 
Puesto que la ecuación no tiene raíces reales y es a >0, la desigualdad 
se verifica para todos los valores de zx. 


Resolver la igualdad x — E > 2, 


E MA 
Debiendo ser id > 0, pueden ocurrir dos casos: 
pe 2 3420 | -2—2r—=3< 0; 
| -=>0, |z<o. 
Siendo las raices de la ecuación — 1 y +3, las desigualdades se verifican 
para 1 >3; —1<zx<O0, respectivamente. 


o bien 100) 


La representación gráfica de y = 1 — 2 facilita la comprensión del resultado. 


Resolver la siguiente desigualdad: 
31 +2 8 s 
ea ee 
R: Para 1 >8 y 1<3. 
¿Qué valores es necesario dar a m para que la desigualdad 
(m+ 1)? —2m-—i)x+ 3(m-—1) <0 
se verifique para cualquier valor de x? 
R: m< —2, 
¿Entre qué valores deberá variar h para que la desigualdad 


a? 4 2hx+h >: 


se verifique para todo x? 
1 3 
R: 4 < h <z 
Determinar entre qué valores deberá variar x para que la raiz 


Val — 8x + 17 
sea real, 


R: La raíz es siempre real. 
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CURVAS DE SEGUNDO GRaDo: La gráfica de la función cuadrática 
es una parábola, lugar geométrico de los puntos de un plano que equi- 
distan de un punto (foco) y de una recta (directriz). 
Hay otras dos curvas: elipse e hipérbola, cuyas ecuaciones son, 

respectivamente; 

a- 2 q 2 

Z+L£=1, E£-LE=1, 

> 
expresiones de segundo grado en x e y. Implícitamente, estas rela- 
ciones definen las funciones 


cuya representación gráfica es conocida desde los cursos elementales. 


q 


Fic. 11-21. — Elipse. Fic. 111-22, — Hipérbola. 


Por definición, la elipse es el lugar geométrico de los puntos 
P de un plano tales que la suma PF + PF* a dos puntos fijos F y F' 
(focos) es constante. 

Análogamente, la hipérbola es el lugar geométrico de los pun- 
tos P de un plano tales que la diferencia de las distancias PF" — PF 
a dos puntos fijos es constante. 

Las tres curvas: parábola, elipse e hipérbola resultan como sec- 
ciones de un cono circular con un plano. 

Las cónicas fueron estudiadas en Grecia desde el siglo 1v antes de Cristo 


por MenNEcMO y ARIsTES, quienes demostraron que las elipses, hipérbolas y pará- 
bolas se pueden obtener cortando un cono con un plano. 

ARQUÍMEDES estudió especialmente la parábola, logrando extraordinarios re- 
sultados, a los que nos referiremos más adelante. 

Pero fué Arononio ve Perca, en el siglo 111 antes de Cristo, quien carac- 
terizó las cónicas en la forma que hoy lo hacemos. AroLonio demostró una gran 
cantidad de teoremas (muchos de los cuales exceden los cursos elementales de 
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geometria analitica) y caracterizó las cónicas mediante proposiciones que en 
denadas cartesianas se expresan así: 


y2=lx para la parábola; A=lr=aP para la elipse, e y2=1x + 1% 


para la hipérbola, donde / es el latus rectum, doble del parámetro p y tl es 
latus transversum, longitud de uno de los ejes. 


TLLID 


O 


Fig. 111-23, 
(a) Elipse. (b) Parábola. (c) Hipérbola. 
Plano secante a todas Plano paralelo a una Plano paralelo a dos 
las generatrices, generatriz. generatrices, 


Los tres tipos de cónicas corresponden a estas relaciones: parábola (de para- 
bellein: igualar), elipse (de elleipsis: dejar, faltar), hipérbola (de uperballein: 
sobrepasar), pues el cuadrado de y ¿guala, no alcanza o supera al producto lx. 


Durante más de 1800 años el conocimiento de las propiedades de las sec- 
ciones cónicas permaneció en el mismo punto en que lo habia dejado ArPoLon1o. 
Recién hacia el año 1600 KerLerR empleó la teoria de las secciones cónicas en 
sus trascendentales estudios sobre el movimiento de los planetas en torno del sol. 


Después, con la invención de la geometría analítica por obra de DescarTES 
(1596 - 1650) y Fermar (1601 - 1665), se tuvo el instrumento más apropiado para 
continuar las investigaciones. 


3. FUNCION RACIONAL ENTERA 
Las funciones racionales enteras, o polinomios, son las expresio- 
nes algebraicas del tipo 
y =P) =AR TH Az Lan + o +htiazl + A; 
El grado del polinomio está dado por el exponente n, 
Las funciones lineales y cuadráticas son casos particulares de la 
función racional entera, en la cual es n = 1 y n = 2, respectivamente. 


La gráfica de la función racional entera en un diagrama carte- 
siano se denomina parábola de grado ». 
Esercicios: 


1. Representar gráficamente f(x) =x% para valores comprendidos entre — 1 


y +1. 
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(Utilicese la tabla del Apéndice; obsérvese que es fí— 1) = — f(x) relación 
caracteristica de las funciones impares, pág. 27). 


to 


Representar en un mismo gráfico 
PZA. AZ PER FE 
para valores de x comprendidos entre — 1,1 y + 1.1. 


PO E Y y=axi— 51, 
Fic. 1-24, Fic. MI-25. 
3. Representar las funciones racionales enteras 
a) r=zX*+a—2r—1t; b)y=2x3%-—52r 
(Compárese el resultado logrado con las figuras 24 y 25). 


RecLa DE Rurrint: En los cursos de álgebra elemental se estu- 
dia la división de polinomios. En particular, si el dividendo es de gra- 
do » y el divisor es el binomio (x — a), resulta: 

PE) =—aJU(E +38, 
siendo C(x) el cociente de grado (n — 1) y el resto R un número. 

Los coeficientes de C(x) y R se determinan muy fácilmente me- 
diante la regla de Ruffini. Haciendo x = a, resulta P(a) = R, que 
expresa el teorema del resto: “El valor numérico de un polinomio 
P(x) para x = a es igual al resto de la división de P(x) por (1 — a)”. 


EJEMPLOS: 


1%) Calcular el valor numérico de P(x) = 211 — 513 4 27 —1 para 1=3. 


2 — 5 0 2 — 1 => Primera fila 
3) 6 3 9 33 — Segunda fila 
2 1 3 11 | 32 —> Tercera fila 


En la primera fila se escriben los coeficientes de P(x). colocando un cero 
cuando falta la potencia correspondiente. En la segunda fila, a la izquierda, 
se coloca el valor «4 (en el ejemplo, 3). El primer coeficiente de la tercera 
fila es el primer coeficiente de P(x). Este valor, multiplicado por «, se 
coloca en la segunda fila, debajo del 2” coeficiente de P(x). La suma (en 
el ejemplo, 1) se coloca en la tercera fila. Se sigue en la misma forma: 
1, multiplicado por a= 3, se coloca debajo del O, y la suma 3 constituye 
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el tercer coeficiente del cociente. Así se sigue, y el último resultado, 
es precisamente el valor P(3) =2-3*— 5-38 +2+.3—1= 32 
Se ha obtenido como cociente de (27* — 513 + 27 — 1): (1x— 3) el 
mio 218 4 124 3x4 11 y como resto 32, de acuerdo a los valores de ] 
tercera fila. 
2%) Calcular el valor numérico de 19 — 21% — 13x — 10 para x =—-2, 
El esquema de cálculo es el siguiente: 
1 —2 —1 
— 2) —2 
1 — 4 —5 | 0 
El valor numérico P(— 2) es 0 y se escribirá, entonces, 
13 — 2% — 13x— 10= (1 + 2) (12 —4x—5). 
Los valores que anulan un polinomio P(x) son las raíces o ceros de la 


ecuación P(x)=0. En nuestro ejemplo —2 es una raíz o cero de 
13 — 272 — 13 — 10.=0. 


3 — 10 


Casos PARTICULARES: Estudiaremos la divisibilidad de (x”= a”) 
por el binomio (x= a). 

Un polinomio es divisible por otro si el resto de la división es 0. 
Como el divisor es de la forma (+ + a), el resto es el valor numérico 
Pi=w, 

Resultan 4 casos: 

1%) (2? —0”) : (1 —a) divisible cualquiera sea n. 

22%) (2 —a”) : (+ a) divisible si es n par. 

3%) (1 +0”): (24 a) divisible si es n impar. 

49) (2" + a"): (x—au) no es divisible nunca porque el resto 

es 2a”. 


Aplicando la regla de Ruffini pueden verificarse fácilmente los 
desarrollos: 


-.. 
io o is 
gr ao a” 
ia FB ESAS a EPT E PA 
a : 
A ES HA > EA (AAMpar): 
104 


DescoMPOSICIÓN FACTORIAL DE UN POLINOMIO: En general, si 
a es un número que cumple la condición P(a) = 0. es decir. si u es 
un cero de la ecuación, se puede escribir de acuerdo al teorema del 
resto: P(x) = (x— a)Q(x), donde Q(x) es un polinomio de grado 
ín — 1) cuyo primer coeficiente es el mismo a, de P(x). Si f es un 
cero de Q(1) = 0, se podrá escribir Q(x) = (1 — P)R(x), donde R(x) 
es un polinomio de grado (n — 2) cuyo primer coeficiente es du. Si- 
guiendo así se llegará a un polinomio de primer grado ayt + p. que 
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se puede escribir aq(x — 4), siendo 1 = — == raíz de aygr + p=0. 


Resumiendo las sucesivas operaciones se obtiene 

P(x) = a (x— a) (1— P) (x— y) ... (0, 
que constituye la descomposición factorial del polinomio de grado n 
en n factores lineales y que generaliza una expresión análoga que 
hemos hallado en el estudio del trinomio de segundo grado (pág. 40). 


Si algunos de los valores a, f, ..., 1 que anulan a P(x) son 
coincidentes, se dice que la raíz correspondiente es múltiple: doble, 
triple, etc. 

Asi, por ser 

P(x) = 15 + 42 + 12 — 107? — 4 + 8= (x— 1)*(x + 2), 
se dice que a = 1 es una raíz doble y f = — 2 una raiz triple de 
P(x) =0. 

Las raíces de la ecuación P(x) = 0 son los puntos en los cuales 
la gráfica correspondiente corta al eje de las abscisas. Así, en la figu- 
ra 24 las raices son aproximadamente — 1,8; — 0,45; 1,25, y en 
la figura 25 son, también aproximadamente, — 2,2; 0; +2,2. El 
valor x = 0 es una raíz doble de la ecuación x*— 51? = 0. 

Como la regla de Ruffini permite calcular fácilmente los valo- 
res numéricos de los polinomios, podemos construir las representacio- 
nes gráficas y determinar aproximadamente algunas raíces de las 
ecuaciones correspondientes. 

Más adelante veremos cómo la utilización de las derivadas per- 


mite determinar las “vueltas” que da el gráfico y la mejor ubicación 
de las raíces, 


Debemos advertir que los valores a, f, ..., Á pueden ser reales 
o complejos. Así resulta 
Qrt — 32 = 2(1? — 4) (12 +4) = 2(x — 2) (1 +2) (1 + 21) (1 — 21). 


EJERCICIOS: 


í. Aplicando la regla de Ruffini calcular 


17 O e ] 
a) (+ n+ 3 52): ( 3r): 


b) (25615 + 64x3 — 81x — 27) * (4x — 3). 
R: a) ir 2. b) 64rt + 481? + 521? + 391 +9. 


2. Aplicando la regla de Ruffini calcular los siguientes cocientes y el valor 
del resto r: 
a) (317 — 316 + 5x1 — 1038 + 21 — 4) : (1 —2). 
b) (5at + 2a? — a — 60) : (a + 2). 
R: a) 326 4 325 + 611 + 1733 + 24x? + 487 + 98, r=192, 
b) 5a3 — 8a? + 16a — 33, r=06. 
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3. Determinar a de manera que el polinomio 1% + ar +5 sea divisible por 
el binomio x— 1. 


R: —6. 
4. Determinar m, n y p para que el polinomio 15 + 11 — 98 + mx2+nx+p 
sea divisible por (1+ 2) (1 — 2) (2 + 3). 
R: m=—1,n=20, p=— 12. 
5. Determinar las constantes A, B, a, [) de manera que el polinomio . 
Plx) =18 + 6124 l5x+ 14 
sea idénticamente igual a la expresión A(íx + a)* + Bix +). Deducir del 


resultado las raices reales de la ecuación P(x) =0. 
E: A=1, B=3,4=39 P=2):.2% =—2% 
6. Descomponer en todos los factores posibles los siguientes polinomios: 
a) 13 —21 +1. 
b) 313 — 1812 + 361 — 24. 


e) (1472537. 
(Desarróllese la potencia y agrúpense los sumandos en pares divisibles 


por [x + y]). 
R: a) (1£— 1) (142+x-— 1); b) 3(2 — 233; c) 5xy(x + y) (2? + ay +2). 
7.  Simplificar 
xi — 101% + 202 + 40x — 96 
at — 1318 + 3212 + 521 — 14 
z—6 
ns 9 
8, Verificar la siguiente identidad: 
2 ER 
E > a E = 2x2, 
E A PA 
1 1 
L+ x 2 
+ 1 zr— 1 
E” Z 
4, FUNCION HOMOGRAFICA 
ax+b. 


Recibe este nombre la función y = y 


Si c= 0, se reduce a la función lineal y =>3x +5 por ello 
supondremos c 340. 


Además, haciendo la división resulta 


ar+b|coo+d y ses tiene:, 
a 


ar HR A 
se a = a | _be—ad , 1] 
ad Y =G¿ clcx + d) [ 


Si bc — ad — 0, es y = Z, es decir. se trata de la recta y = cons- 


- 
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Y . a . .”, , 
tante, siendo la constante Fa Excluiremos también este caso. Sólo con- 


sideraremos como función homográfica la relación 


ER 
Fer+d 


con c 0 y ad — be 0, 


El único punto en donde no está definida esta función es aquel 
que anula el denominador, es decir, Y 


ca+d=00 sea, x= -£ Pero este 


valor de x no anula al O pues 


a E y p= 42% 40, 


Por consiguiente, si x toma valo- 


$ O ; 
res muy próximos a — ¿> la función 


homográfica toma valores muy gran- 
des o, como también suele decirse, tien- 
de a infinito. 


Fic. 111-26, — Función homográ- 
En símbolos: fica. 


Silo y>0, 


(> se lee “tiende a”). 
El valor — Í se llama infinito o polo de la función homográfica. 


d ; ; : 
La recta x= — 7 se llama asintota vertical (Y) de la función 
homográfica. 


Cuando x crece indefinidamente por encima de todo valor, ¿qué 
sucede? 


Puesto que dividiendo ambos miembros de la expresión fraccio- 
naria por cx es 


a b 
resulta que y se acerca a e Pues 2 Y ¿7 Se harán cada vez más 


(1) La palabra asintota es de origen griego y ya fue usada por ÁAPOLONIO 
y Arquimenes en los estudios de las cónicas. 
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PS a » 4 . 
pequeños. La recta < se llama asíntota horizontal de la función ho- 
mográfica (*). 

EsEncicios: 
1, Representar en un gráfico cartesiano la función 
1 
y= Ro 
¿Cuál es el centro de simetria? ¿Cuáles son los ejes de simetría? 
Considerando los puntos F(2, 2) y F'(—2, — 2) demuéstrese que cualquier 
punto P(x, y) de la curva dada cumple la condición PF*"-— PF =2vV2, 
El diagrama de y =2 es entonces el lugar geométrico de los puntos del 


plano para los cuales la diferencia de las distancias a los puntos fijos F y F' 
es constante. Las curvas que tienen esta característica se llaman hipérbolas 
(pág. 45). 

2. Representar 


3 
HS 
3. Idem 
3000 . a 1000 
1—= ¿=D E Y 
4. Idem 
0,001 
y=1l -— — 
x 
5. Idem 
te 5 
y 3x — 192 


(Determínese primeramente el punto en el que no está definida la fun- 
ción; se tendrá la asíntota vertical y luego la asíntota horizontal, hacia la 
cual tiende y cuando zx —> %). 


6. Calcular las intersecciones de la hipérbola y = — 2 con la recta y =— zx +2, 


Efectuar la representación gráfica. 
R: :1=3; —1. 
7. Demostrar que toda relación del tipo ) 
: Azxy +Bx1+Cy+D=0 
determina una función homográfica si AD—BCHX%0 y AXO. 
(Despéjese el valor de y). 


8. Demostrar que si y = mts x, como función de y, también es homo- 


gráfica. 
9. Si ad— bc > 0, mostrar que la función homográfica es creciente, es decir, 
si xp > 11, los valores correspondientes de y serán ya > yy. Siempre que 


; citas d 
x varíe, sea a la derecha, sea a la izquierda del polo x= — = 


Solución: Ya — Y, == _——_—_—_= _  _—e—h. ———. 


(1) En el capítulo V se generaliza el concepto de asíntota. 
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” 


Como (ex + d) se anula en el polo -£ si 21 y Xy, están ambos a 


la derecha o a la izquierda de este valor, darán factores del mismo 
signo, cuyo producto será siempre positivo. 
10. Idem, si es ad — bc < 0, mostrar que la función es decreciente. 


¿ e Pra a z4+b' . 
11. Demostrar que si en la función homográfica y =p" es también z 
a” YT + pb" 
función homográfica de x: z MOTTA es y función homográfica de z. 


5. SURSIÓN RACIONAL FRACCIONARIA. Descomposición en fracciones 
simples. 


La función homográfica es un cociente de 2 expresiones de pri- 
mer grado. En general, llámase función racional fraecionaria al co- 
ciente de dos polinomios: 


PE, MAT ARAS e PAT 
A 
Todos los valores x que anulan al numerador y no al denomi- 


nador son ceros de la función, y aquellos valores que sólo anulan al 
denominador son polos o infinitos de la función. 


Y 


Fic. 11-27. 


Si el grado del polinomio numerador es mayor que el grado del 
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polinomio denominador, convendrá efectuar la división indicada. Así, 
por ejemplo, consideremos la función racional fraccionaria 
P— A +2 

ze 1 
que está definida para'aquellos valores de x que no anulan el deno- 
minador, es decir, para todo x, excepto las raíces de x? — 1 = 0. Estas 
raíces 11 = 1, 12 = — 1, que además no anulan el numerador, son 
polos de la función. Las rectas x= 1; x= — 1 son asintotas verti- 
cales de la curva. Efectuando el cociente indicado se obtiene 


á 1 
r=r— +1 + TT 

Cuando x toma valores muy grandes (positivos o negativos) el 
término fraccionario se hace cada vez más pequeño y sólo cuenta 
la expresión entera y, =1?—Y2r+1= (2-1), 

La gráfica de y, es una parábola vertical de vértice en (1, 0). 

Más adelante, con los recursos que nos proporcionará el cálculo 
infinitesimal, estudiaremos más exhaustivamente el diagrama de este 
tipo de funciones (fig. 111-27). 


y 


DescomPosIciIóÓN EN FRACCIONES SIMPLES: Una fracción simple 
es una expresión racional del tipo 
Aa 
(x=aj"” 
donde C, a y n son constantes. 
Mostraremos como se puede escribir cualquier función racional 
(en la cual el grado del numerador es menor que el grado del de- 
nominador) como suma de fracciones simples. Distinguiremos los 
casos I y Il: 
P(x) 
Q(z) 
polinomio Q(1) cuyas raíces son a, b, ..., l, todas distintas, se pue- 
den determinar los coeficientes A, B, ..., L, tales que resulte 
Pz) __A B E 


Q(zx) a A PST 


I) Si la fracción racional tiene como denominador un 


EJEMPLOS: 
6 


23—12—2r 
Puesto que el denominador Q(x) = 1? — 12 — 2x admite las raices x, = 0; 


1%) Descomponer en fracciones simples la expresión 


Zo =2; 13 =— 1, se podrá escribir 
6 6 Á B E 
322  xii—2(1+1) A 


Efectuando la suma indicada se obtiene como numerador 
A(x—2) (1 + 1) + Bx[x + 1) 4 Cx(x — 2) 


y como denominador x(x— 2) (x + 1), que es el denominador de la ex- 
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presión anterior, Para que haya identidad con esta expresión debe ser el 
numerador idénticamente igual a 6: 


Aízx—2) (1+ 1) + Bx[x + 1) + Cx(x— 2) =6. 


Ya que se trata de una identidad (y no simplemente de una igualdad), 
cualquiera sea el valor de x, esta relación debe ser válida. 


Elegimos como valores de x, sucesivamente, las 3 raices: 1,, La, Ig. 


Si ab resulta A(—2) (1) =6, . A=—3. 

Si =2 resulta B(2) (3) =6, “.B=1. ; 

Si x=—1, resulta C(— 1) (— 3) =6, a 
La descomposición buscada es: 

6 —3 1 2 
a—iX2—2 2 + E dl 
2%) Descomponer en fracciones simples la expresión e as 
> A » sí 12432 + 

Procediendo como en el ejemplo anterior, resulta A => B=-—2;C =3 


II) Si el denominador Q(x) tiene las raices múltiples a, b, ..., l, 
con los grados de multiplicidad a, f), ..., ), respectivamente, la des- 
composición toma la forma 


Plz A A Aa- 
E A de y 2 do 
UD fE-=a"”" (ay? (x— a) 
Bo B; Bg-1 
+ tr + E 
CT G=by* 
A a na des ab del aca ies f 
E Ex. 
te mares A pl soe cd 
fr 1 tau te 
Esumpros: 
1%) Descomponer en fracciones simples la expresión O 
ej —4n2+5r—2 
Como el denominador admite la raiz doble x, =1 y la raíz simple x,= 2, 
la descomposición se escribe: 
a — + 4 e Á B C 


- a 


P—=42 522 (Gi Dn?" (1-1) * 2-2 
Los numeradores deben ser idénticos, es decir, 
Aíz-2+B1xr— 1) (1-2D+C (2-1) =x2—zx+4, 

Para x=2 resulta C(1)2 —=4-—24+4% ose C=6 
Para x=1 resulta A(—1)=1-—1+4, osea A=—4, 
Falta determinar B. Si a x le damos cualquier otro valor, pur ejemplo 
x=0. y tenemos en cuenta los valores hallados para A y C, resulta: 

AD +B(- 0 (-2+C(-1).=0-07+4 

8 + 2B + 6=4, es decir, Bz= — 5, 
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12 
ad +21 + 12 
Puesto que el denominador se puede escribir 11 + 21% $ 12= x?(x + 1)2, 
se tiene: 


2%) Descomponer en fracciones simples 


E EN + _A PO 

d+ 2B+pa a ES (xp 192 “" 1+1 
Procediendo como en el ejemplo anterior se obtienen para los valores x= 0, 
x= — !l los coeficientes Ay = 12; B,= 12, Para otros valores cualesquiera 
de x se obtiene un sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 incógnitas, que 


da A, =—2; B,=2 


Esencicios; 


1. Determinar Á y B para que se verifique la identidad: 
41 —71 <= MÁ B 
a2—3+2 “"x—1 
KR: A=3, B= 1; 
2. Descomponer la función racional 
912 — 161 + 4 
a — 3x2 + 2x 
en sus fracciones simples. 
2 3 4 6 
Ri Y 


T r— 1 PY 


3. Determinar los coeficientes A, B y C en la siguiente identidad: 


Tx? — 6x + 1 — Y B C 
(rx —3) (124-3242) “" x—1 * E =>: 


R: A=1; B= =17; C =28. 
Determinar los coeficientes A, B, € y D en la siguiente identidad. 
q? A B Cx+ D 


pu ram di ar 21 
1 1 1 
R A=3; B= =75 D=0 
5. Descomponer la expresión 
3 4327 +3 
Mi — 3x q 2 
en sus fracciones simples 
3 2 1 
R: —— —* 
pa rI+2 
6. FUN RA (ONAL 


Cuáaudo además de las 4 operaciones racionales: suma, resta. pro- 
ducto (y como caso particular potenciación) y cociente, aparecen las 
es, se tiene una expresión irracional. 


y=Yxr—= 
y=vWx+1 


En 1%,, como la r+i+ cuadrada puede tomar el signo + o el signo —, habrá 
que aclarar cuál dl las 2 'rterminaciones se adopta; de lo «contrario, »e ten- 
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drá una función multiforme, y nosotros hemos considerado en nuestra defi- 
nición sólo funciones uniformes. Además, para tener valores reales debe 
serxz>1. 

En 2”), como la raiz cúbica sólo tiene una determinación en el campo de 
los números reales, no se plantea la cuestión anterior. Además, como siem- 


> 


Frio. 111-28. FrG. TIT-29. 
pre existe la raiz cúbica de un número real (positivo o negativo), la función 
está definida para todo el eje de las z. 
EsErcIcIos: 
1. Indicar el campo de variación de las siguientes funciones irracionales: 


a y=+vV4-2; e) y= + v 31? — 8x + 6; 


R: -2%<1x<2, R:-—-o<r<o, 
b) y=* v— 22 + 61 — 5; ) y=+vV21—3; 
3 
R:1<x<5. R: 125 
_Y1+z 
cd) y=VUF20O GB 1; 0r="= 
R: ¿SACA BB —G PE 
TI— 
d) y=+vV22-— 31 + 2; y y= V=+Ñ 
R: x< 1; 2<z. R:1<—d1; x>1. 
2. Trazar la gráfica de la función 
y=2 
con « => > + Comparar con los resultados anteriores (pág. 47) para 


a=1, 2, 3,4, 


7. FUNCION ALGEBRAICA GENERAL 


Todos los ejemplos vistos en este capitulo pueden escribirse en 
la forma 
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Pola) Y +P (DY A+... +Pra(x) y +Pn(x) =0, [1] 

donde Po(1), Pr(x), ..., Pr(x) designan polinomios en z. 

Así, la función cuadrática y = 2? se puede escribir 

LA ka =, 

con lo que resulta: Po(x) = 1, Pj(x1) = — x. 

Para y= Yx+1es y =x+1, 0 sea, Polx) = 1, P,(1) = 0, 
Palx) =0, Pa(x) = — (x +1). 

Las funciones y = f(x) que resulten definidas por relaciones del 
tipo [1] reciben el nombre de funciones algebraicas. 

Las gráficas cartesianas de la relación de 2% grado 


ax? + 2hxy + by? + 2er + 2fy +co=0 [2] 


son cónicas: elipses, hipérbolas o parábolas, según que (A? — ab) 
sea negativo, positivo o nulo, 

Para hallar la función algebraica explicita y(x) ordénese la ex- 
presión [2] en la forma [1] y aplíquese la fórmula de resolución 
de la ecuación de 2* grado. 

En los cursos de geometría analítica se demuestra 'que la expre- 
sión general de 2* grado, mediante apropiados cambios de variables, 
puede llevarse a las formas canónicas 


Art+By=C, y? = 2px, 


cuyas gráficas ya hemos visto en la página 45. 


EJERCICIOS: 


1. Mostrar que si en la ecuación 
a+ y-—2r4+4r-1=0 
se hace la sustitución -=x'+1, y=y'—2,se llega a la relación 
ts o »] 
A E A 
que representa una circunferencia con centro en el origen de coordenadas 
1”, y' y radio v6. 


2. Verificar que si en la ecuación 712 + 24ry — 10x —1=0 


se hace la sustitución zx a — 3"). y =2 5 + 4y + == 
y] 3 


2 
(+) 2 ya, 
e] 


se llega a la relación 


ye E La 5 
que es la ecuación de una hipérbola de semiejes a =3% b=3 
3. Verificar que si en la ecuación 12 —2xy + y2—8x—8y=0 
hac 3 Y Zo, a - 1 
se hace la sustitución x= q o e O q + y') se llega a la 


ecuación de la parábola: y'2%=4vy2x". 


ita 


FUNCIONES TRASCENDENTES 


Después de haber considerado las funciones algebraicas: lineal, 
adrática, racional, entera y fraccionaria, y las raíces de estas fun- 

ones, estudiaremos algunas funciones que trascienden del campo del 

bra: exponenciales, logarítmicas, circulares, hiperbólicas, etc. 


, FUNCION EXPONENCIAL 
Recibe este nombre la expresión 
y = «E, 


de a es un número positivo distinto de 1. 

Consideremos el caso particular de la función y = 2*. Para cons- 
ir el cuadro de valores basta recordar las reglas estudiadas en arit- 
tica. Así, resulta: 


ED)" 
Fic. 1V-1, 
=3, y=9=)9+2:9=8, Si r=-3 e y=2%= 
1 
2 = E Si r=1, es y == vw = 1,414 
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En general, para un exponente fraccionario positivo hay que apli- 


m 
car la regla a” = x/a”, y para un exponente negativo, a? = 1 : a”. Si 
el exponente es irracional, tal como por ejemplo x, se pueden consi- 
derar sucesivamente sus aproximaciones racionales 3; 3,1; 3.14; 3,141; 
3,1415; 3,14159; ..., para las cuales está definida la exponencial. 
Los valores correspondientes de 2* son, en este caso, 8; 8,574; 8,814; 
8,821; 8,824... y las primeras cifras de 2” son 8,8249... (*). , 
En la figura aparecen los diagramas de las funciones y = 2%; 
y = (Ya)* = 9* con sus correspondientes cuadros de valores. 
La base a más empleada en matemática es el célebre número 
e = 2,7182..., y existen numerosas tablas de las funciones y, = e*; 
Ya =e7. , 


YA Una tabla con 5 decimales 
figura en el apéndice. Con esos 
valores constrúyanse los gráficos 
correspondientes a y; e Ya. Se ob- 
serva que tanto y, como ya sólo 
toman valores positivos; que y, es 
una función creciente, pues a me- 
dida que aumenta x aumenta y, 


15 - Ó 
Pp muentras que Yy2 es una función 
(Y E VO PITO MS PO dls PA AE l, Me. 1 ] ki y pa 
17 123 DENEDINE  DEMNELEN 12 15 í decreciente, dado que disminuye a 
medida que aumenta. 
Exc. IV-2. Nora: En la definición de 


función exponencial se excluye el 
valor a= 1, pues en ese caso es constantemente y = 1 cualquiera 
sea í. 


También se excluyen los valores negativos de a, pues en ese 


, E : m 
caso no están definidos los valores correspondientes a x= —+» con n 
! 


id 1 ' ' , y 
par. Así, si es a = — 2, a* para x = 35 sería y— 2. que no está defi- 
nido en el campo de los números reales. 


EJERCICIOS: 


. Po 1 
1. Representar en un mismo gráfico y =a* con a=2; >=; 


1 : 
$ + para x variar 
do entre — 2 y +2. 
2. Representar en un mismo gráfico cartesiano 
4¡=8, Ya = ex*, 


(1) En el cálculo efectivo de estos valores se han empleado logaritmos y 
antilogaritmos. 


- A 
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Ya = Zo + Ya), Ya = 50 — Ya): 
Verificar analítica y gráficamente que yy es una función par y que y, es 
una función impar. (Recuérdense las definiciones de la pág. 26). 
3, Calcular gráficamente las raíces de la ecuación 
(5— ae —5=0, 
representando las curvas y, =e*%; ya= (5—x):5. 
R: x, =0; za — 4,96. 
4. Representar en coordenadas polares q=ernd 
para % variando de 0% a 360%, considerando intervalos de 30”. 
Verifiquese la tabla 
$9 =0* ¡30% ; 60% ; 90% ; 120% ; 1509 ; 180% ; 210% ;:240% ; 270% ¿300% ; 380% ; 3600 
p= 1 ; 1,649 ; 2,377; 2,718 ; 2,877 ; 1,649 ; 1 ;.0,607 ; 0,422 ; 0,368 ; 0,422 ; 0,607 ; 1 


2, CURVA DE GAUSS 


De principalísima importancia en el cálculo de probabilidades y | 
la teoría de los errores es la función de Gauss 


y = gr 


VI 

Como 1: yx es un factor constante, basta considerar la función 
Y = e * para conocer el comportamiento general de la función de 
Gauss. Por de pronto, se trata de una función par, pues yi(x) = 
= Yy1 (— x). Además, el exponente es siempre negativo, de modo 


Y, 


0707 707 
yi=e". 
Fic. IV-3, 


que, de acuerdo a lo visto anteriormente. es y, < 1, alcanzando el 
valor 1 sólo para x= 0. 

Si x es muy grande, y, es muy pequeño, pues a medida que au- 
menta el exponente, la exponencial negativa disminuye. 
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Con la tabla de valores de e* se puede trazar fácilmente el dia- 
grama de esta función, que habitualmente se designa con el nombre 
de “campana de Gauss”. 

a 


, , ., : 1 “TS .q. 
Análoga a ésta es la función f(x) = 2? ” que se utiliza en 
VZT 


estadística y de la cual damos una tabla en el Apéndice. 


Si se clasifican según su altura los individuos de una cierta población, for- 
mando grupos de acuerda al número de centímetros (dejando de lado las diferencias 
que afectan a los milímetros). y se construye un gráfico con ordenadas proporcio- 
nales al número de individuos de cada grupo, se observará que los puntos así de- 
terminados están aprorimadamente sobre una curva de Gauss. El lugar de la 
abscisa x= 0 corresponderá a la altura media de esa población. Habrá muy pocos 
enanos y muy pocos gigantes. 

A diferencia de lo que sucede con la curva matemática de Gauss fuera de 
un intervalo finito, la curva de las alturas será nula. 


EJEMPLOS ESTADÍSTICOS: 


1%) QUETELET estudió en 1871 las alturas, medidas en pulgadas, de 26 000 reclutas. 
Esas alturas oscilaban entre una mínima de 60 pulgadas y una máxima de 
76. El cuadro de las frecuencias por cada 1000 resultó el siguiente: 


Altura: 60 61 62 63 64 65 66 67 68 
Frecuencia: 2 2 20 48 75 117 134 157 140 
Altura: 69 70 71 72 73 74 75 76 


Frecuencia: 121 80 57 26 13 5 3 0 
Represéntense estos valores en un sistema cartesiano y obsérvese que en 
torno de la altura 67 la distribución sigue aproximadamente la ley de Gauss. 


2%) Si se arroja 2 veces una moneda. los resultados posibles son 4: cara-cara, 
cara-seca, seca-cara, seca-seca. Simbólicamente, C2, 2CS, $2, lo cual recuerda 
la notación del desarrollo del binomio (€ + S)2. Se puede verificar fácil- 
mente que lo mismo ocurre en 3, 4, ..., n tiros. En particular, para 20 
tiros los casos posibles están comprendidos en el desarrollo simbólico: 

(C+8$)= C% + 20C1S + 190C1882+ ... +2008194 $20, 
Como en total hay 220 casos posibles, resulta que las probabilidades de apa- 
rición de cada configuración son 1 : 220; 20 : 220; 190 :22%0; etc. Efectuando 
las operaciones hasta la 4% cifra decimal los cocientes resultan: 


Número de 


secas: 0 1 2 3 4: 3 Bb y 8 9 
Probabilidad 

pp JO 2 11 46 148 370 739 1201 1602 
Nú d 

ea 10. 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
Probabilidad - - 

> 1.000: 1762 1602 1201 739 370 148 46 11 2 o 0 


Represéntense estos valores en un gráfico cartesiano y resultará en torno del 
valor 10 una distribución aproximadamente gaussiana. 


3. FUNCION LOGARITMICA 


En los cursos elementales se estudian los logaritmos y se de- 
muestran sus propiedades más importantes, asi como sus aplicaciones 
al cálculo numérico, 
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El logaritmo en base a de un número x es el exponente y a que 
hay que elevar a a para que resulte igual a zx. 


En símbolos: 
y = log,x si se verifica la relación x = a. 


(La base a debe ser positiva y distinta de 1). 

Obsérvese que la última relación es análoga a la de la función 
exponencial, con la diferencia que las variables x e y están permu- 
tadas. Aquellas funciones en las cuales las variables aparecen permu- 
tadas se llaman funciones inversas. y 
La función logarítmica y = log,x 
es la función inversa de la función 
exponencial y = e. 

Veamos un procedimiento ge- 
neral para construir gráficamente 
la función inversa de una fun- 
ción dada. 

De acuerdo a la definición ha- 
brá que hacer una transformación 
que permute entre sí las x y las y 
de cada punto de la función dada. 
Para ello basta tomar, en lugar de Fic. IV-4. 
cada punto P de la función, el pun- 
to R simétrico de P respecto de la recta y = x (bisectriz del primer 
cuadrante). 

En efecto, con las notaciones de la figura resultan iguales los 
triángulos OPS y ORT por tener iguales las hipotenusas (oblicuas 
que se apartan igualmente del pie de la perpendicular) y los ángulos 


> 
ÉS 
a 


OPS y ROT, que son ambos iguales a 45” — PÓM. Entonces resulta 
Lp = OS = RT — YB, 
y. = PS = OT = 2p. 

De acuerdo a este resultado, utilizando la gráfica de la función 
y = 2% que hemos dibujado en la página 59, podrá obtenerse la grá- 
fica de la función y = log»x (fig. IV-5). 

Los logaritmos más usados en el cálculo práctico son los loga- 
ritmos decimales, que se escriben lg x. Presentan la ventaja de per- 
mitir una determinación inmediata de la parte entera, mientras que 
la parte decimal o mantisa se encuentra en las tablas. 

Sin embargo,' la base más empleada en matemática superior es 
el número e = 2,7182..., y los logaritmos calculados en esta base se 
llaman naturales, neperianos o hiperbólicos. Se escriben con la no- 
tación In x. 

La conversión de los logaritmos neperianos a decimales. y reci- 
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procamente, cs muy fácil. En efect, si lg N = a, debe verificarse 
la relación 101 = N. Tomando logaritmos neperianos en ambos miem- 
bros es InN = aln10 = (In 10) lg N. 


y 


Fic. 1V-5.—La función y = 2% y su inversa y = log, 1. 


El factor de conversión ln 10 es igual a 2,30258... y se lo de. 


signa habitualmente con y siendo M = 0,43429... el módulo de 


la transformación. 
La conversión de logaritmos neperianos a decimales se hace, de 
acuerdo a la relación anterior, mediante la fórmula 
lgN=MIiN. 


Ejercicios: 
1. Utilizando las tablas del apéndice, dibujar las funciones: 
IZ Yy=1Bx% 

2. Verificar gráficamente que es lg zx < 1; Inxr< r. 

3. Resolver gráficamente en forma aproximada la ecuación 2x — 3lgr=6, Ve- 
rificar los resultados con las tablas, 
(Represéntese la curva y, =lgx y la recta ya == — 3) y determinense 
sus intersecciones). 
R: 3,88; 0,010. 

4. Idem la ecuación 1? — 101lgz-—3=0. 
(Representando las curvas y, =10lg 7; y, += 1? — 3, se obtienen en las in 
tersecciones las soluciones aproximadas 1, — 0,5: 12 — 2,7). 


Demostrar que es In 10 en 
lg e 


a 
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Gi 


6. Calcular lg 7,48 sabiendo que es ln 7,48 = 2,0122, 

Calcular lg 748 sabiendo que es ln 748 = 6,6174, 

Verifíquense los resultados con la tabla de logaritmos decimales. 
7. Calcular ln 7 480 sabiendo que es lg 7 480 = 3,8739, 


Calcular In 0,0748 sabiendo que es lg 0,0748 = 2.8739. 
Verifiquense los resultados con la tabla de logaritmos neperianos. 


ESCALAS Y GRÁFICOS LOGARÍTMICOS: Si sobre un segmento de recta 
en el cual se ha fijado un origen O se llevan, de acuerdo a una uni- 
dad de medida (módulo), los logaritmos de los números, inscribiendo 
como abscisa del punto el número (y no su logaritmo), se tiene una 
escala logarítmica. 

Así. sobre el segmento OA, de 10 cm = U, hemos llevado los 
logaritmos de los 10 primeros números. 


Y A 


——BAA AAA A A A A 
/ £ 3 4 5 0 79 93% 
E > 
J30 UU 
0477 U 
0602 U 


E 


ru 


Fic. IV-6. 


En las reglas de cálculo se encuentran numerosas escalas loga- 
rítmicas. En ellas los módulos más usuales son 25 cm y 12,5 cm.” 
Se comprende que con dos escalas logarítmicas se pueden efectuar 
productos y cocientes fácilmente, pues basta sumar o restar segmen- 
tos, Este es el fundamento de la regla de cálculo que, al utilizar una 
reglilla móvil, permite efectuar la suma o resta de segmentos con 
seguridad y rapidez. El cursor facilita la lectura de los números. 


Si se desea construir sobre un segmento de longitud ] una escala 
logarítmica lg x para x variando entre 2 valores a y b, habrá que 
calcular el módulo M de la escala de acuerdo a la relación 

M [lgb—lga] <!l 

Así, si deseamos construir una escala logarítmica para x va- 

riando entre 0.01 y 100 sobre un segmento de 10 cm, deberá ser 


y0z 005 g2 45 2 $, 2 lO 50 80 
307 y! 1 10 100 


Fic. 1V-7. 
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M (lg 100 — lg 0,01) = 10 cm, o sea, M = 2,5 cm. Por consiguien' 
deberemos medir los valores 2,5 (lg x — lg 0,01)cm = 2,5 (lg x + 2)c 
e inscribir los valores zx. 

Si en un sistema de coordt 
nadas de un plano se construye: 
escalas logarítmicas sobre 
o ambos ejes, se tienen, respe 
vamente, los gráficos semiloga 
micos O logarítmicos dobles. 

En la figura hemos construí: 
do un gráfico semilogarítmico. En 
él se representan muy fácilmente: 
las funciones exponenciales 


y=cg, 
pues tomando logaritmos en am- 
bos miembros resulta 
lg y = lgc + xlga, 
q 0 sea, 
1 02 03 04 05 06 07 08 03 1 
y =3,5e*, 
Fic. 1V-8. 


> 


Y=C>+4zx 
si designamos con letras mayúscu- 
las los logaritmos de las correspon- 
dientes letras minúsculas. La última relación es una recta en el sis- 
tema (x, Y) que se traza teniendo en cuenta que para  =0es Y =C 
y que la pendiente es Á o que pasa, además, por el punto x= 1, 
y=ca, 

Así, para representar y = 3,5 e* basta observar que para  =0 
es y =3,5 y para 1=1, y 9,5. El gráfico puede servir para ta- 
bular la función. Así resulta: 

| 0 02 04 06 08 1 
y 35 427 5922 6,338 7,8 9,5 


Reciprocamente, se puede utilizar para calcular los valores de x 
correspondientes a valores equidistantes de y: 


Y + 5 6 7 8 9 
x 0,13 0,35 0,54 0,69 0,83 0,95 


En estadística se emplean con frecuencia los gráficos semiloga- 
rítmicos porque ellos permiten hacer deducciones sobre el crecimiento 
relativo del atributo que se representa. 

Por ejemplo, consideremos la tabla siguiente, donde se han re- 
gistrado, en miles de pesos, las ventas de una compañía en 3 sucur- 
sales, A, B, C, del interior del país, el total de esas 3 sucursales y 
el total de ventas en el país: 
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PS 
= 
S 

as 
wm 


C A+B+C Total del país 


La SAS A A 
S 


Con estos datos 
hemos construido 
dos gráficos: uno 
con escalas unifor- 
mes y Otro con orde- 
nadas logarítmicas. 

En el primero 
los aumentos y dis- 
minuciones relati- 
vas de A, B, C. 
AT ABEL as 
pueden apreciar cla- 
ramente. 

En cambio en 
el segundo resaltan 
esas variaciones re- 
lativas. La distancia 
entre 100 y 200 es 
la misma que entre 
1000 y 2000; es 
decir, al aumento 
absoluto 100 de la 
primera correspon- 
de el aumento 1 000 
de la segunda, pero 
en ambos casos el 
aumento relativo es 
el mismo, pues la 
cantidad se ha du- 
plicado (*). 


VENTAS EN MILES DE PESOS (ESCALA LOGARITMICA) 


Frc. 1V-10. — Gráfico semilogaritmico. 


(1) Este ejemplo fué tomado de F. C. Mins: Métodos estadísticos. Versión 
española, ed. Aguilar, 1940. 


68 Sadosky-Guber - ELEMENTOS DE CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Nora HIisTórICA: La invención de los logaritmos fué realizada hacia 1600 
por Neper (1550-1617). El mombre logaritmo significa “número de la razón” 
(logos = razón, aritmos = número). Ya EucLipnes, en los Elementos (VII, 11, 12), 
dice que si a es la razón, a?, a?, ... son la razón duplicada, triplicada, etc., y 
para a”, n es el número de la razón. 

Las primeras tablas las calculó NePeErR en 1614 con 7 decimales, eran tablas 
de senos de ángulos que variaban cada minuto y la base que utilizó era lo que 
hoy designariamos e-1. En 1617 y 1624 Bricos calculó los logaritmos de base 10; 
sus tablas eran de 14 decimales. 


EJERCICIOS; 


1. Representar en papel semilogarítmico (logarítmico simple) y = 8(0,75)”. 


2. Idem y=0,2€07% para x >0 y menor que 10, y en otro gráfico para x 
mayor que — 1 y menor que 1. 


3. Trazar en un gráfico semilogarítmico las rectas correspondientes a los tantos 
por uno ¡= 0,04; 0,05; 0,06; 0,07 y 0,08 en la fórmula del interés compuesto 
M=C(1 + 1”. 
Verificar para esos valores de 1 que el capital se duplica en menos de 18, 
15, 12, 11 ó 10 años, respectivamente, y se triplica en menos de 29, 23, 19, 
17 y 15 años, respectivamente, 


4. FUNCION POTENCIAL 

Recibe este nombre la expresión 

LES, 

donde a es un exponente real cualquiera. 

Si a es entero y positivo, se trata de una expresión racional en- 
tera, ya estudiada, 

Si a es entero y negativo, es una función racional fraccionaria, 
que también ya hemos visto. 


Si a es un número racional cualquiera, recordando que 
q , q 
Esad » e ” 
PEZ yz. "=1:vY2", 
la expresión resulta ser del tipo irracional. 


Si a es un número irracional, teniendo en cuenta que se puede 
escribir idénticamente 


= y2 == plinz 
y =x ente, 


resulta la función exponencial definida para x positivo, pues sólo para 
estos valores tiene sentido el logaritmo en el campo de los números 
reales, 


EJERCICIO: 


Representar en un diagrama y =x% para a=Tt1, +2, + 


FUNCIONES TRASCENDENTES 


- REPRESENTACIONES CON PAPEL LOGARÍTMICO: El papel logarít- 
co doble es particularmente apropiado para representar funciones 
ciales. 


Sea representar 


Tomando logaritmos en am- Y 
bos miembros resulta 

le y = lg 2 + 0,8 lg z. 
Llamando X a lgxe Y a 
lg y, resulta 

Y =A+BX, 
con A =lg2; B=0,8. 
Esta es la ecuación de una 
recta en el plano (X, Y), es 
decir, en un diagrama do- 
blemente logarítmico. Esta 
recta se dibuja conociendo 
un punto y su pendiente o 2 
puntos. 
Como para r=1 es y=2 
y la pendiente de la recta 
es B= 0.8, el trazado de la 


gráfica de la función es in- ? 2 3 4 5578910 
mediato, y =2 10.8 
De la lectura del gráfico re- Fic. 1VA4. 


sulta una tabla de valores: 
z 12 3 4 5 


> 2 35 48 6/0 7,2 


También del gráfico pueden deducirse los valores de x correspondientes a 
valores dados de y: 


7 LS 475. 86776 9-14 


” 1 17 24 3.1 40 48 5,7 65 7,5 


EsErcIicIios: 
1. Representar en papel logarítmico doble las funciones 
y =0,2 11,8, y=6x12. 
Determinar gráficamente la intersección de las dos curvas. 


KR: 2=3:536. 


2. Representar en papel logarítmico doble la fórmula del área del circulo 
S =x1?. Calcular gráficamente las áreas de los círculos de radios 1,25 y 3,1. 
Calcular gráficamente los radios de los circulos de áreas 10 y 25. 


5. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


En los cursos de trigonometría se estudian las definiciones y re- 
laciones más importantes existentes entre las diversas funciones tri- 
gonométricas. 

Recordaremos aquí brevemente las principales definiciones, y en 
el apéndice el lector encontrará una colección de fórmulas de aplica- 
ción frecuente en el desarrollo del cálculo infinitesimal. 
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MEDIDA NATURAL DE ÁNGULOS: Llamamos medida natural de un 
ángulo a de vértice O al número abstracto dado por la relación entre 
el arco determinado por a sobre una circunferencia de radio r y cen- 
tro O y el radio r: 

_ arco 
radio ' 

Esta definición de la medida de a es 
independiente de r, pues hay proporcionali- 
dad entre los arcos y los radios correspon- 
dientes, 

En particular, se tendrá un ángulo de 
medida 1 cuando la longitud del arco sea 

Fic. 1V-12. igual a la longitud del radio correspondiente. 
Este ángulo se llama radian. 

Para calcular el valor del radián en el sistema de medida sexage- 
simal establecemos la relación basada en la proporcionalidad de los 
arcos y los ángulos centrales correspondientes: 


Longitud de la circunf.  2xr arco de longitud r 
Angulo de un giro 360% 1 radián 
es decir, 
1 radián = 297 - 18 — 570971448... 
21 r 


e e 5 
Son de uso muy frecuente las siguientes relaciones: * 


27 radianes = 360”. 1? = 0,017453293... radianes. 
T = 180". 1” = 0,000290888... y 4 
YT Ss = 90". ” = 0,000004848... Eo 


Como en las cuestiones matemáticas se utiliza casi siempre el 
sistema natural, mientras que los datos proporcionados por los ins- 
trumentos de medición (transportadores, teodolitos, etc.) están en gra- 
dos sexagesimales, es útil contar con tablas que permitan pasar de 
uno a otro sistema. 


Utilizando la tabla 13 del apéndice se pueden hacer los cálcu- 
los siguientes: 


1%) Calcular en el sistema sexagesimal un ángulo de 1,25 ra- 


dianes, 

1 rad ———— 57*17' 44,81 

02 , ——— 11*27" 32.96 

0,05 1. ——— 9251” 537,24 

1,25 rad ————— 70*95'131”,01 =71*37'11”, 


2%) Calcular a cuántos radianes equivale un ángulo de 
2137 15*28”. 
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200* ————- 3,490659 rad 
10* ——— 0,174533 ,, 
3 -————- 0,052360 ,, 

10  ————— 0,002909 ., 
Br. ——— 0001454 ,, 
20" ————- ¿0000097 ,, 
8” ———— 0,000039 
913*15'28” ———— 3,722051 al * 


(Para hallar el valor de 200? en radianes en la tabla se 
busca el valor correspondiente a 2” y se multiplica por 100). 


Ejercicios: 
1. Expresar en el sistema sexagesimal ángulos de 2,5 rad, 0,83 rad, 0,125 rad. 
R: 143 14'22”,02; 477 33'19",8; 7%9'43",1, 
2. Expresar en el sistema natural ángulos de 90%, 17? 35'45”, 13005304”. 
R: 1,570796 rad; 0,307105 rad; 22,704717 rad. 
DEFINICIONES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS: Recordemos 
que para definir las funciones trigonométricas de un ángulo agudo 


A . 
a = POQ se traza PQ 100 y con los segmentos así determinados se 
definen los valores 


_ _ OP ll 
seg. — “op , cosec a = PO 
_ OQ _ OP 
cos a == “OP , sec a — 00 
_ PQ _ 0. 
tga = 00” cotga = PO 
OBSERVACIONES: 


Fic. IV-13. 


1%) Los valores de estas funciones son números, 
pues se trata de cocientes de segmentos y, por consiguiente, al ser medidos 


ambos con la misma unidad de longitud, esa unidad queda eliminada en el 
cociente. 


2%) Las relaciones que definen las funciones trigonométricas sólo dependen del 
ángulo a y no del punto P elegido. En efecto, si se considera otro punto P” 
cualquiera y el punto Q* correspondiente, en virtud de la semejanza de los 

. Ñ prQ” 0Q* 

triángulos OP: OP'Q', las relaciones 5 

g Q y Q , Op”” Op" 


PO! 


op* op” etc., respectivamente. 


» etc., son iguales a 


Para generalizar las definiciones de las funciones trigonométri- 
cas del ángulo POQ = a al caso de ángulos mayores que un ángulo 
recto (o a ángulos negativos) se considera un sistema de ejes carte- 
sianos de origen O cuyo eje de las abscisas coincida con la recta OQ. 


72 


En los cuatro cuadrantes el signo de las coordenadas de P es - 
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Fic. IV-14, 


Al segmento OP se lo designa con la letra y y se lo considera 
siempre positivo. Con las definiciones anteriores es 


sen a — E, 
0 

E 

cotg a =—: 
y 
R 


... - 


Frc. 1V-15. 
sen a = OP 

_ 
COs U = OP SS 
t = p = 
ga o 00 Ez 


4 
A A 
y 


Ed 
Cos 4 = —; tg a = 2, 
0 X 


sec a = E cosec a ==> 


y de acuerdo a los signos de x y de y las 
funciones trigonométricas tendrán un sig- 
no determinado en cada uno de los cua- 
drantes. Así resulta: 


1 11 mI IV 
sen a 4 + e e 
cos a LA pS = E 
tg a + = an e 


LíNEAS TRIGONOMÉTRICAS: Si se traza 
una circunferencia de centro O y radio 
o = 1, resulta, con las notaciones de la 
figura, para un ángulo POQ = u: 


O A 

cotga = PO =D TU; 
OP. OR _ 

seca. = 00 == OR; 

= RS; es gb. = QU: 


PO “OT 
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T, respectivamente. 
Por consiguiente, las medidas de los segmentos PQ, OQ, RS, 
., cuando se toma como unidad el radio, dan los valores de sen a, 
COS U, tg, .... 


A cada valor de a corresponde un valor de estas líneas trigono- 
métricas. 


y = sen r. Y = COS 7. 
Fic. IV-16. Fic. 1V-17. 


Si en un sistema cartesiano se lleyan como abscisas los arcos PS 
(rectificados) y como ordenadas las líneas PQ, OQ, RS, ..., se tienen 
las gráficas de las funciones trigonométricas. 


donde SR y TU son tangentes a la circunferencia en los puntos S y 
Y, y 


Y == CUE Z. 


Fic. 1V-19, 
y 
4 ÓN ML --- GN NA 
| : ES 
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De acuerdo a las definiciones resulta que tanto el seno como 
coseno toman valores comprendidos entre — 1 y + 1; la tangente 
cotangente pueden tomar cualquier valor real, y la secante y cost 
cante son o bien mayores o iguales que 1 o menores o iguales que — 

Evidentemente, si en lugar de a se considera el ángulo au + 
los valores de las funciones trigonométricas f(a) son idénticos: 

f(a + 21) =f(a). 

Se dice que las funciones trigonométricas son periódicas de 
riodo 2x, 

En general, se dice que una función f(x) es periódica de perí 
p si se verifica la igualdad 

| f(x + p) = Hz) 
cualquiera sea z. 
EsERcICIOS: 
1. Resolver gráficamente la ecuación 
$en 7.0057, 
R: Dibujando las curvas sinusoide y cosinusoide se observa fácilmente que 
A 4 1 
las infinitas intersecciones se encuentran en los puntos q (1 +44) con 
k=0, +1, +2, 


Tdem 


la 


TER 
R: Dibujando la recta y =x y la tangentoide resultan infinitas soluciones, 
de las cuales la primera positiva se encuentra en x= 4,493 rad = 


= 257" 27'13”. 
3. Idem 
x-tgr=1 0<z<3m. 
R: x =0,86. 
4, Representar gráficamente la función módulo de sen x: 


y = [sen xl. 
5. Representar 


y=sen2xr + cos hz 


para x comprendido entre 0% y 360%, variando cada 30”. 
Es conveniente para este ejercicio y para el siguiente disponer la tabla de 
valores de la siguiente manera: 


1 1 
> 
A 0 1 1 


0 


15" 0.866 0,966 1,832 
30" 


10. 


EM 
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Representar la curva 


y=1+sxenx — 


1 1 
¿sen 21 + 3 sen 32. 


Resolver gráficamente la ecuación 

sen x= e*, 
R: Hay infinitas soluciones, de las cuales la menor es x = 0,588. 
Calcular los ángulos a y f dados por las relaciones 


tga=—». senf= 
3 


y determinar el ángulo y dado por la fórmula 
cos y = [2 sen? (a + P)] : [45 tg? (a + 28)]. 
(Empléese la regla de cálculo o las tablas de logaritmos del apéndice). 
R: a =2*18'; B.=10%10', y =88* 12”, 
Demuéstrense las relyciones: 
a) sen (a + [») sen (a — B) = sen? a — sen? fp. 


b) sena + sen ff + sen y — sen (a + f + y) = » 
=4 sen 5(a + B) sen =p + y) sen y + 4). 
Cc) cosa + cos HB + cos y + cos (a + PH + y) = 


=4 cos (a + B) cos (8 + y) cos (y + 4). 


Resolver las siguientes ecuaciones: 


a) cotx—3cosx +41 =0. R: 67% 47”. 
b) 4sen? x + 2 sen x= cos? x. R: 16%50'; — 437 37'30”. 
c) 5tg2x—tgx—3=0. R: 4194"; — 34 21”. 
d) tgzx—2cotgx= +. R: 7720”; — 24” 19”, 
e) 4senx + 5 cos 1 = 6. R: 18*12'; 5910”, 
f) 25 x— 3cosg=1. R: 7225; — 13946. 
o 
(Hágase la sustitución zx=1, con lo que resultará ep 


la de 

SME=FT y resuélvase la ecuación de 2* grado, en los casos e), f). 
Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones: 

tl + y = 3, S a [9] o e pa o 
a) a A R: 1=127%30'% y=4“4*21. 
(Apliquense las fórmulas trigonométricas del apéndice). 

y=—lÍ, 
b) | cosx_2 R: 1 —48%40'; y = —8*37”. 

cosy 3 


es 6 e 4 A—B 
(En la segunda ecuación llévese cada razón 7? la forma AFB” 
| sen 1 + sen y =0,351, 


» 7 o , ”. a o , ” 
(Elévese al cuadrado cada ecuación y luego súmense; transfórmense las 


sumas de senos y cosenos en productos). 
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12. Es notable por sus propiedades la función 
f(x) = — Incos x 


1 1 Si a 
para — ¿A <x< z4 Efectuar su representación gráfica. 


(Obsérvese que siendo la función par es suficiente calcular los valores ent 
0 y n= 90”. De acuerdo a la tabla del apéndice que da los logarit 
decimales de los cosenos se obtienen valores que, multiplicados por 2,3, dan le 
correspondientes valores de los logaritmos neperianos. Asi, resulta para x= 1 


lg cos 15% = 1,9849 = — 1 + 0,9849 = — 0,0151; — Incos 15” = 0,03473). 


6. GRAFICOS EN COORDENADAS POLARES 
Sea representar en coordenadas polares la función 


0 = sen UB ; 
cuando O varía de O a 360”. 
1 
o =sen 0 en coordenadas po- 
lares. 0 =sen 20 en coordenadas polares. 
Fic. IV-22, Fic. 1V-23. 


De 0 a 180” resulta: 
0=0* 30" 60% 90% 120% 150? 180* 
o=sen0 =0 0,500 0,866 1 0,866 0,500 0 
De 180” a 360”, sen 6, y, por consiguiente, p toma valores ne- 
gativos. Así, para 0 = 210? es p = sen 210” = — sen 30” = — 0,500, 
y el punto correspondiente coincide con el obtenido para 0 = 30”, pues 
cuando o es negativo su valor se debe tomar sobre la semirrecta opuesta. 
Si se tratara de representar 


o = sen 20, 
se obtendría en cambio una curva de 4 hojas, pues no se produciría 
ninguna superposición. 


EsPrraLes: Para la representación gráfica en coordenadas pola- 
res de la relación 
o=a0 
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en el caso a = 2 prepararemos el cuadro: 


pe =0%' 1452 90? 1352 1809 225% 270% 315” 3609 
0 (rad) =0 0,78 1,57 2,36 3,14 3,93 4,711 5,50 6,23 
Pp =0 1,56 3,14 4,72 6,28 7,86 9,42 11,00 12,56 


Evidentemente, se puede continuar dando valores crecientes a 0: 
4057, 4507, ..., y se obtendrán valores crecientes de o. 


Resulta asi la espiral de Arquimedes. 


Fic. 1V-24. — Espiral de Arquimedes. Fic. TV-25. — Espiral logarítmica. 


También es una espiral la representación gráfica de 
o=e”, 
llamada espiral logarítmica y donde 0 puede tomar cualquier valor 
positivo o negativo. 
El cuadro de valores es entonces, para a = 0,1: 


go =0% 450 902 135% 180% 225% 270% 315% 360% 
A (rad) =0 0,78 157 236 3,14 8,93 4,71 5,50 6,28 
0,19 =0 0,078 0,1157 0,236 0,314 0,393 0,471 0,550 0,628 
b =1 108 1,17 1,27 1,37 148 1,60 1,73 1,87 
Si a (O se le dan valores negativos, resultan para p valores meno- 
, 
: 1 
res que 1. Así, para 0 = — 45” = —garad es y =e 4% e0018 = 
= (,924, 
EJERCICIOS: 


1. Representar las siguientes curvas (cardioides), dadas en coordenadas polares: 
a) o =a(1 — cos 0); 
b)o=b—acos0, conb>a y b<a. 


Verificar que la función 


to 


1 
= 2 sec? 0 
E 2 
representa una parábola. 
3, Verificar que las gráficas polares de las funciones 


00=a, 00=a  (0— aj? =4a0 
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son espirales, que se designan, respectivamente, con los nombres de 
bólica, lituus y parabólica. 
4, Representar la función 
Q =acos nU 
para a=2 y n=2, 3, 4. 
5. Representar las funciones 


a) 02=a*c0s20 (lemniscata); bo =a (estrofoide) 


7. FUNCION SINUSOIDAL 


Generalizando la función 
y = sen x 
consideremos la función 
f(x) = A sen (Bx + C), ó 
donde aparecen tres constantes: A, B y C. 

Como sen x toma valores comprendidos entre — 1 y + 1, la fun- 
ción f(x) tomará valores entre — A y +A. 

La constante A se llama amplitud de la función sinusoidal. El 
valor (Bx + C) se llama fase de la función, y como para x=0 
(punto inicial), resulta igual a C, esta constante se llama fase inicial 
o constante de fase. 

La función es periódica, es decir, verifica la relación 


fix + p) = f(x), 


con p =$. En efecto, 
A sen [Blx + p) + C] = Asen[Bxr+C] si es Bp= 2x. 


El valor inverso del período n = E se llama frecuencia y el 


valor B se llama pulsación. (En las aplicaciones físicas se representa 
generalmente con la letra 0). 


MovIMIENTO VIBRATORIO ARMÓNI- 
co: Consideremos sobre una circunfe- 
rencia de centro O y radio r un punto P 
que se mueve con velocidad angular w 
constante, a partir de una posición ini- 
cial P,, caracterizada por el ángulo a. 

2 que forma el radio correspondiente con 
el semieje positivo de las x. 

Al cabo de un segundo el ángulo 
descripto por el radio OP, será de w 
radianes y al cabo de £ segundos será 
de wt radianes, de modo que el ángulo 

Fic. 1V-26. POx resulta (wt + ap). 
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Si consideramos la proyección de este movimiento sobre el eje de 
las y, a cada punto P corresponderá un punto Q de crdenada y, de 
modo tal que se verifica 


y = OQ = OP cos PÓQ = OP sen PÓx = r sen (wt + 00). [1] 


El movimiento de Q sobre el eje de las y se llama movimiento 
vibratorio armónico. Con las notaciones de [1] la amplitud del mo- 
vimiento es r, la pulsación «w y la fase inicial ap. 


Obsérvese cómo varía la posición de Q a medida que transcurre 
el tiempo. Con las notaciones de la figura resulta que a partir de 
Qo la proyección de Py sube hasta Q, y luego desciende, pasando por 
O hasta llegar a Q», para volver a subir hasta Q,, y así sucesivamente. 
Nótese que, mientras el punto P recorre espacios iguales en tiempos 
iguales (movimiento uniforme), los espacios correspondientes recorri- 
dos por Q no son proporcionales a los tiempos (movimiento variado). 
Más adelante veremos cómo se mide, en general, la variación del espa- 
cio con el tiempo (velocidad). 

Si un tubo atravesara la Tierra, la teoría de la P 
gravitación prevé que un punto material que partiera 
del reposo desde un punto P seria atraido hacia el cen- 
tro O de la Tierra, y aun cuando al llegar a O se anu- 
lara la fuerza de la atracción, por la velocidad que lleva 
continuaría su movimiento cada vez más lentamente f 
porque, a medida que se aleja de O, la atracción aumenta. 

El cuerpo llegaría a la antípoda P* sin velocidad 
y la atracción hacia O le provocaría un movimiento aná- 
logo al anterior, y asi indefinidamente. 


El punto material realizaría en esas condiciones un P 
movimiento vibratorio armónico. Fic. 1V-27. 


Se comprende en este ejemplo cómo el punto material se va “frenando” en 
las proximidades de los polos y se va “acelerando” en las cercanías del centro. 


EJERCICIOS: 


1. Representar las funciones 
a) y =2sen (31 +5); b) y =0,28 sen (4x — 0,816). 
(Si se desea utilizar la regla de cálculo, transfórmense los valores 5 y — 0,816 
radianes en grados sexagesimales). 
2. Dada la función sinusoidal 
y = A sen (Bx + C) 
calcular 
a) la ordenada correspondiente al origen; 
b) los valores z que anulan la función; 
c) los intervalos donde la función es positiva y donde es negativa. 


R: a) AsenC; 
==» Y sd pa + + . 
b) 1=-=g +kf7" con k=0, +1, +2, ...; 
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c) y>0 ii TR, con A pare y<0 


x verifica esas desigualdades con A impar. 
3. Mostrar que toda expresión del tipo 
psen bx + q cos bx 
se puede escribir en la forma Asen (bx + c). Calcular las expresiones 
tias la expresión Asen (bx + C) e identifiquense los coefici 
con los de la función dada). 


R: A=Vp? + q; C=arc te 
4. La intensidad de una corriente eléctrica en un circuito está dada por 


TI = 50 sen 6281, en amperios, 
y el voltaje por 
E = 148 sen (6281 + 0,559), en voltios. 
La potencia es 
W=—I-E, en vatios. 


Trazar las curvas representativas de /, E, W en función del tiempo tf 
el intervalo 0 <1 < 0.01 para £ variando cada 0,001. Utilicese la regla de 
cálculo para hallar W. 


5. Demostrar que la suma de 2 funciones sinusoidales de igual periodo es otra. 
función sinusoidal. 


Solución: Sea 21 : B el periodo común de ambas funciones. 
Si es 
y, = A, sen (Bx + C,);  ya= Azsen (Bx + Co), 
resulta 
Y1 + ya = A, (sen Bx cos C, + cos Br sen C,) + Ay(sen Bx cos Ca + 
+ cos Bx sen Cs) = sen BX(A, cos C, + Ay cos Co) + 


+ cos BX(A, sen Cy + As sen Ca). 
Si se hace ahora 


R'sen q = A, senC, + Ay sen Ca, 


(1] 
R cos q = A, cos Cy + A, cosCa, 


resulta 
Y1 + yo =R (sen Bx cos q + cos Bx sen q) = Rsen (Bx + q), 
que es también una función sinusoidal del mismo periodo 21: B. 


6. En el ejercicio anterior demostrar que la amplitud y la constante de fase 
de la función y, + yo están dadas por las expresiones 


R?= A? + A+ 24,4 cos (€, — Ca), 
_ A,senC, + AzsenC, 
A, cosC, + Az cos Ca 
(La primera de estas relaciones se obtiene elevando al cuadrado y sumando 
las 2 ecuaciones [1] y la segunda, dividiéndolas ordenadamente). 


(Gráficamente pueden obtenerse R y «q con la construcción de Fresnel, le- 
vando, a partir de un eje, el vector de módulo A, y argumento C, y el 


tg 
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vector de módulo Az y argumento C, y sumando vectorialmente. Justi- 
fíquese la construcción de acuerdo a las fórmulas halladas analíticamente). 
7. Estudiar en el ejercicio anterior los casos particulares 
a) A¡=A2=4A; b)C,—C,¿=0; c)C¡¿—Co=x. 
Trazar los gráficos correspondientes. 
R:a)Q =50C, + C,) E 2nn; R=2A cosz 
b) p=C,=C2; R=A, + As; 
c) p=C, o p=C>3; R= A, — As. 
(Si en el caso c) es, además, A, = Az, es R=0, o sea, cinemáticamente, se 
tiene el reposo). 
8. Generalizar los resultados anteriores al caso de n funciones sinusoidales del 
mismo período. 


R: y +Y2+... +7n=XRsen (Bx + q), con 


(0 0 


n 
R cos q = Y A¿cosC;, 
i=1 


n 
Rsen q = > A¡senC;. 
t=1 
Además, se calculan: 


1e=( 3 4,0050, Y. (Eaisenc, Y. 
i=1 b=1 


1 _3A¡senC; 
e ZA; cos Ci; 


8. ECUACIONES PARAMETRICAS DE LAS CONICAS 


Utilizando las funciones trigonométricas es posible dar ecuacio- 
nes paramétricas de las cónicas, esto es, expresar las variables x e y 
mediante un parámetro t de modo tal que, eliminando este paráme- 
tro t, las relaciones entre x e y correspondan a las ecuaciones ya 
vistas en la página 45. 


ELrrse: En este caso podemos es- 
cribir: 


T=acost, 
Ñ = b sent, 
o, lo que es lo mismo, 
= = cos Í, 
Y — 
o ás Fic. 1V-28. — Determinación grá- 


fica de los puntos de una elipse. 


Elevando al cuadrado y sumando miembro a miembro estas expre- 
siones y recordando que cos? t + sen? £ = 1, resulta 
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La ¿e 5 
cd pos 
En este caso, además, es muy fácil dar una interpretación geo-. 
métrica sencilla del parámetro t, que varía entre 0 y 360” (*). En 
efecto, trazadas 2 circunferencias concéntricas de radios a y b y una 
semirrecta que forma un ángulo ? con el eje de las abscisas y que 
corta a las circunferencias en los puntos R y Q, las coordenadas del 
punto P, obtenido mediante las paralelas QP y RP a los ejes coorde- 
nados, son: 


zp = OS = OR cost = acos t, 
y» = PS = QL = OQ sent= bsent. 

Digamos, de paso, que este procedimiento para determinar pun- 
tos de una elipse de semiejes a y b es de útil aplicación en el dibujo 
geométrico. Trazando, además de los ejes, 4 rectas con 1 = 30*, 60%, 
120” y 150", resultan 12 puntos de la elipse. 

Como caso particular, si es a =b= r, resultan las relaciones 


Xx=rcost y —rseut, 


que son las ecuaciones paramétricas de una circunferencia de centro 
en el origen y radio r. 


g 


Ny q 
ON 
Fxic. IV-29, — Determinación gráfica de los puntos de una hipérbola. y 


(1) El parámetro 1 es la anomalía excéntrica que KEPLER introdujo en 1609 
al estudiar el movimiento de los planetas en torno del Sol, La construcción geo- 
métrica es de De La Hime (1685). 
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HirérsoLa: Se pueden adoptar como ecuaciones paramétricas de 
una hipérbola de semiejes a y b las relaciones indicadas por Legendre: 


- 
ER ESsec La Pa | (1 cos £ 
ly =bt81, [Y — 2822, 

b cost 


que. como ya hemos visto, es la ecuación de la hipérbola. 

La interpretación geométrica del parámetro 1 también es sencilla. 
Trazadas una circunferencia de radio a y una recta x = b, una semi- 
rrecta cualquiera que forma un ángulo t con el semieje positivo de 
las abscisas determina los puntos 7' y S; en T' se traza la tangente 
TR y por S una paralela al eje de las abscisas: la intersección de RP 
y de SP da el punto P de la hipérbola: En efecto: 


1) 
O 
o) 

! 


Tp =-qsec l, 


cos Í 


Yp = PR = SL = OL tgt = btgt. 


9. CURVAS DE LISSAJOUS 


Consideremos la función definida paramétricamente mediante 2 
funciones sinusoidales: 


| 7 = As sen (Bit + C1), 
| y = Az sen (Bat + Ca). [1] 
Para estudiar la figura que se obtiene en un diagrama cartesiano 
distinguiremos varios casos: 
I) Funciones. de igual pulsación: B, = B2 = B (o sea, de igual pe- 
riodo). q 


Es 


= = sen Bt cos C, + cos Bt sen C, 
1 
ss = sen Bt cos C» + cos Bt sen Ca, 


Multiplicamos la primera ecuación por cos C2 y la segunda por 
cos €, y restamos 
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Z cos Es = X cos C, = cos Bt sen (C, — Ca). 

Ar Az 
Análogamente multiplicamos, respectivamente, por senC3a y 
sen C;: 

Z sen Cs — L sen C, = sen Bt sen (Ca — Cy) 

As 2 As 1 2 1)- 


Elevando al cuadrado y sumando ordenadamente estas 2 últimas 
ecuaciones se obtiene la siguiente expresión algebraica en x e y, 
sin intervención de las funciones trigonométricas de t: 


E e. cos (C, — Ca) = sen? (C, — Ca). 


A2 "A AA_, 


En los cursos de geometría ana- 
lítica se ve que esta ecuación repre- 
senta, si es C¡ +C», una elipse con 
centro en el origen de coordenadas 
y ejes oblicuos. 


E.JERCICIOS: 


1. Estudiar los casos particulares que re- 
sultan en la curva [1] con B, = By = 


=B para 
a) Ci =Cu; 


1 
c) C=C2 +31 


A 
R: a) y=“z, se trata de una recta; 


Fic. IV-30. A, 
Az a 
b)y=-— q es la recta simétrica de la anterior; 
1 


2 2 
c) == +4 = 1, es una elipse de semiejes A, y 42 situados sobre los 


INISOS, 
NSYSI YD 
CADA 
ad: 


Fic. 1V-31. — Curvas de Lissasous correspondientes a movimientos ortogonales de 
igual amplitud y diversas diferencias de fases. 


ejes coordenados. 
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2. Establecer las ecuaciones y dibujar las curvas correspondientes a B, = By= 2x 
y A¡=A,=1 para ó 
: ES 1920_>5 MOLA Vs A 
C, — C,¿=0, pa 3 q 3% id xn, Sd 3% 33% 5% 2x. 
(Véanse los gráficos de la fig. 31). 
II) Funciones de diferentes pulsaciones: B2 = rBa, siendo r un nú- 


mero real cualquiera. 


Distinguiremos dos casos: r número racional G y r número irra- 


cional, Si r es racional, se pueden eliminar las funciones trigo- 
nométricas de £ y resulta una ecuación algebraica. En cambio, 
si r es un número irracional, esta eliminación no es posible y la 
curva resultante es trascendente. 


EJEMPLOS; 
1%) Determinaremos analítica y gráficamente la curva correspondiente a 
x — sen 2f, 
y =sen 31. 
Recordando que es sen 21 = 2 sen t cos t; sen 31 = sen t (+ cos? 1 — 1), resulta 
y Aheostp— 1 
x Zcost 
y despejando cos t, de acuerdo a la fórmula de la ecuación de 2* grado, se tiene 


1 
cos t= (y E Vy? 4 422). 


Sl 


Yo 
y 


gl LA 


HT AN 
LEE 7 


Fic. IV-32. 
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A partir de este valor se puede calcular sen t, y con ambos, la expresión de 
x=2sentcost, la cual da una relación algebraica (bastante complicada) 
entre 1 €e y. 


Gráficamente se procede en la siguiente forma: se divide la circunferencia 
de radio 1 en un cierto número de arcos iguales (en el caso de la figura, 32) 
y los puntos de división se unen mediante verticales y horizontales. Estos 
puntos tienen como coordenadas senos y cosenos de múltiplos del arco que 
ha quedado como fundamental (en nuestro caso es 2 de la circunferencia). 
Para t=1 es z=sen2, y =sen3. Si se determina el punto de intersección 
de la vertical correspondiente al punto de la circunferencia que dista 2 arquitos 
a partir de A con la horizontal correspondiente al punto de la circunferencia 
que dista 3 arquitos a partir de B, se tendrá el punto 1. Análogamente para 
el punto 2 (4* vertical a partir de A y 6* horizontal a partir de B). 

2%) Representaremos la curva de Lissajous correspondiente al caso de pulsacio- 
nes inconmensurables: 1 


x=A4cost, 


Fic. 1V-33. Fic. 1V-3+4, 


No es posible establecer una relación algebraica entre x e y, por lo cual 
la curva será trascendente. Se prepara entonces un cuadro de valores ha- 


ciendo 1=07, 90”, 90” y/2, 180”, 180” V2, etc. Asi resulta la primer par- 
te de la curva (fig. 33). La figura 34 se ha obtenido considerando valores 
positivos y negativos de £ hasta un cierto valor ty. debiendo suspenderse Juego 
el trazado pues como la curva resultante pasa por todos los puntos del rec- 
tángulo |r| <4, ly! < 3, se habría obtenido, al final, una mancha negra. 


10. SINUSOIDE AMORTIGUADA 
La representación gráfica de 
y=e"*" sen (Brx4-C), con a>0, 


es una sinusoide amortiguada. En efecto, los valores de sen (Bx -— C) 
¿están siempre comprendidos entre +1 y — 1 y, por consiguiente. Ja 


pena dada está comprendida entre 
N J p-ar 
y 


Yy=< e Ye == = E, 


”m 
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Según hemos visto anteriormente, la exponencial y, es una fun- 
ción decreciente que se va acercando a O a medida que x aumenta. 

Este tipo de funciones aparece en los problemas de física donde 
se presentan amortiguamientos. 

La función Y 
no es periódica, 
pero existe un 
pseudo período 
que corresponde 
al período del 
factor sinusoidal. 


11, FUNCIONES 
CICLOMETRICAS 


Reciben este 
nombre las fun- 
ciones inversas 
de las funciones 
circulares. Así, y = arcsen x (se lee “el arco cuyo seno es 1”) es la 
función inversa de y = sen x. Si bien en esta última expresión a cada 
valor de x corresponde un solo valor de y, la proposición recíproca no 
es cierta. 


Fic. IV-35. — Sinusoide amortiguada. 


A un valor de x ( por ejemplo E) corresponden infinitos arcos 


cuyo seno vale x (en el ejemplo: =+ + 2kx; 0 + 2kx, con k=0, 1, 


6 
iris De 
Para evitar esta ambigiedad definiremos: 


y = arc sen x, considerando sen x en el intervalo — Sn <xr<<+ Tx, 
Y = arc cos 1, 5 SF o pe 0<I<A+ 
y=arctgz, Ds AS 
y = arc ctg x, » BL 2 ms 0<I<+x. 


En esta forma a cada valor de x corresponde un único valor de 
y perfectamente definido. Las funciones arc sen x y arc cos x resultan 
definidas para x comprendido entre — 1 y + 1, mientras que las fun- 
ciones arctgx y arcctgx toman valores para cualquier valor de x 
(positivo o negativo). 

En la página 63 hemos explicado cómo se obtiene gráficamente 
la función inversa de una función dada tomando los puntos simétri- 
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cos respecto de la recta y = x. Procediendo en esta forma se obtienen 
rápidamente los diagramas de las funciones ciclométricas o circulares 
inversas. 


OBSERVACIONES: 


1%) En algunos libros, especialmente de lengua inglesa, se escribe sen 1 x, cos1 x, 
tglxz, ..., para indicar las funciones arcsenx, arccosx, arctg z, 
Convendrá tener presente esta designación al consultar tablas y tratados ex- 
tranjeros. 


2) En el apéndice hemos incluido tablas de las funciones circulares inversas 
que facilitarán el trazado de los gráficos correspondientes. 


Y 


A 


a 


Fic. 1V-36. — Determinación gráfica de las funciones ciclométricas a partir de las 
ciones circulares, 


EJERCICIOS: 
1. Calcular: 
a) arc sen 2; b) arc cos 7 qe 
c) arctg (— 1); 2 d) arcctg 3V. 


R: a) qu b) 5% ld La; d) E 


2. ¿Cuánto vale la expresión arc sen x + arc cos 1? 


1 
R: ge 


3. Verificar las siguientes relaciones: 


2 
a) arcsen x= arccos Y1 — 12 = arc tg —=" 


vi—x 
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q 1— 
b) arc cos x= arcsen Y1 — 22 = arc SS 
x 
c) arctg x= arc sen ——— ; 
Vi +u2 
d) arcsen zx t arcsen y = aresen (1 Y1 — y? + y yl — a); 
e) arc cos z Eure cos y =arcsen (y Vi —x2+x y1i—= e 
f) arctgx t arctg y = arct il 
4, Verificar la igualdad 
1 
arc tg 1 4- arc E_=>3 


para x >0, 


ú 


Verificar que arcsen x y arctg x son funciones impares. 
6. Demostrar la fórmula 
e + arctes + arc E + Árx 
2 5 8 4 j 
7. Verificar que la relación 
y=arctg (ktg x) 


implica x= arc tg ( tg »), 
8. Dada la función 
Y = arc sen x, 
determinar su valor cuando x=sen2a con —1<u<x, 
R: y= 2a. 
9. Idem 


cuando 4=tga, x=tgí. 
R: y=a>+>8. 
10. En el cálculo de probabilidades aparece la función 


Ha Saro sen Vx 


para x variando entre 0 y 1. Efectuar su representación gráfica. 


12. FUNCIONES HIPERBOLICAS 


Definiremos las funciones hiperbólicas: seno hiperbólico (Sh 1), 
coseno hiperbólico (Ch x), tangente hiperbólica (Th x), cotangente 
hiperbólica (Cth x), mediante las siguientes relaciones: 


Sh x=] (0 — 01); 11] Chx=5 (er + e); [2] 


_ ME PAE _hx_et+er [4] 
_Chx e+e*? _Shr e —e”* 
Empleando las tablas de la función exponencial se pueden cons- 


Th x [3] Cth x 
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truir las gráficas de las funciones hiperbólicas; pero, dado su uso 
cuente, existen numerosas tablas de estas funciones. 


En el apéndice hemos incluído una tabla de 5 decimales. 
Resultan de inmediato las siguientes propiedades: 


1”) Sumando [1] y [2] se obtiene:  Chx>+Shzx= e”. [5] 
Restando [1] y [2] se llega a:  Chx—Shzx= e”*. [6] 
Multiplicando ordenadamente estas igualdades se tiene la rela: 
ción fundamental 

Ch? x —.Sh*x = 1, [7] 
que corresponde a la de las funciones trigonométricas: 
cos? + sentr= 1, 


y 


RI A 


Fic. 1V-37. — Funciones hiperbólicas. 


2%) La función Ch x es par, mientras que las funciones Sh x, Thx, 
Cth x son impares; es decir: 
Ch(—:x) = Ch x; Sh(— x) =— Sh x; Th(— x) = — Thz; 
Cth(— x) = — Cthx. 
Demostraremos sólo la segunda relación. Las restantes las veri- 
ficará el lector de acuerdo a las definiciones [2], [3] y [4]. 


Sh(— 2) = (0700) =5(0*—et) =—h(—e")=-—Shx 


3») 


4) 


50) 


6") 


79) 


89) 
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De acuerdo a las características ya estudiadas de las funciones 
e”, e*, se tiene: 

Shx<Chx .. [Thxj< 1, |Cth x] > 1. 

Sh 0 = 0; ChO0 = 1; ThO =0. 
A medida que x crece, tomando valores positivos, e* se hace 
cada vez más pequeña y, por consiguiente, Sh x tiende a con- 


, : 1 
fundirse con Ch x y ambos se acercan a ¿e Por lo tanto, Th x 


y Cth x se acercan a 1, la primera por valores inferiores a 1 y 
la segunda por valores superiores a 1. 


Vale una fórmula análoga a la de Moivre: 
(Ch x + Sh x)* = Ch nx + Sh nx. 
En efecto, elevando ambos miembros de [5] a la n-sima poten- 
cia resulta 
(Ch x + Sh x)* = (e*)” = e” = Ch nx + Sh nx, 

Para la adición de argumentos se tienen las fórmulas 

Sh (1 + y) = Sh x Ch y + Ch x Sh y, 

Ch (x + y) = Ch x Ch y + Sh xSh y, 

¿has E Tk 

A Ta Thy 
Demostraremos sólo la primera; las otras puede demostrarlas el 
lector como ejercicio. 
De acuerdo a la definición [1], y recordando [5] y [6], resulta: 


Sh(x + y) = lens = grv) = Zee! —e ter) = 


= £[ (Ch x+Sh x) (Ch y +Sh y) —(Ch x—Sh x) (Ch y—Sh y)] = 


= Chx Sh y +Sh x Ch y. 
Como casos particulares, haciendo x = y, resultan las fórmulas 
de duplicación de argumentos: 


Sh 2x = 25h x Ch z, ; 
Ch 2x = Ch? x + Sh? rx, [8] 


2Th x 
) TH 


Sumando y restando de la fórmula [8], que da Ch 2x, la rela- 
ción fundamental [7], 1 = Ch? x — Sh? x, se obtiene 


x= Econ ir+ Ds 


Sh? x =E(Ch 2 1), 
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EJERCICIOS: 


1. a) Si Shx=0,75, calcular Ch x, Th x; 
b) Si Chx=2,6, calcular Sh x, Th x; 
c) Si Thx=0,8, calcular Sh x, Ch x. 
R: a) Chx=1,2, Th z = 0,6; 
b) Sh x= 2,40, Th x = 0,92; 
A Skx= 1,33, Ch x= =3,06. 


2. Verificar que la catenaria 


1 pos e 
y=38 elten 


se puede escribir y = a Ch z. á 
3. Verificar la relación 


Sh? x — Sh? y =Sh (x + y) Sh (z — y). 
4. Simplificar la expresión 
Ch 2x + Ch 4y 
Sh 2x7 + Sh 4y 
R: Cth (x + 2y). 


5. Resolver gráficamente, en forma aproximada, las siguientes ecuaciones tras- 
cendentes, que se presentan con frecuencia en la teoría de la elasticidad: 


a) cosr Chx+1=0. b) Thx=tgzx. 


R: Hay infinitas soluciones. Las primeras (positivas) son respectivamente: 
a) 4,73 y b) 3,93. 


6. Dibujar la tractriz dada en coordenadas paramétricas por las relaciones 
£ t 
x=t aTh-» y=aSh- 
a a 


en el caso a= 1. 


13. FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS 


En la misma forma que hemos definido las inversas de otras fun- 
ciones (de y =2%, y = yr; de y=senx, =arcsenzx) definire- 
mos las inversas de las funciones hiperbólicas. 


e e o 


| 


e e 


Fic. 1V-38. — Funciones hiperbólicas inversas. 
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e y=Shx es y=ArgSl 
$ “argumento cuyo seno hiperbólico es ”); 
y=Chx es ), Arg Ch 
) Thx es y Arg Th 
Cihzxz es 7 Arg Ctk 
n base a los valores de las tablas. o bien con el procedimiento 
) de tomar los simétricos respecto de la recta y = x de los pun- 
las curvas hiperbólicas. se obtienen los diagramas de las funcio 


rerbólicas inversas, 


ELACIONES ENTRE LAS FUNCIONES HIPERBÓLICAS INVERSAS Y LOS 
TMOS NEPERIANOS: Á partir de las definiciones de las funciones 
ólicas se pueden deducir las siguientes relaciones, que aplicare 
n frecuencia en el cálculo de integrales ' 


Arg Sh a In (1 + yz* LJ: 1] 
Arg Ch 2 In (a V TX: Di lala de Z 
== A. o : 
Arg Th x = |n A st tal Te e 
g 1 2 

Arg Cth 7 n > si (2 1 | 

- 1 1 Ñ 
. , Los dis A 
es y = Arg Sh x, resulta x = Sh y = 5 (er — e). Multipl- 


término a término por e” resulta 
re = (¿e e”), osea, e% — Lx el — 1 0. 


ión en e” que se puede resolver de acuerdo a la fórmula de la 


mn de PA erado: 


mo 1/1? l es mayor que x, debe desecharse el signo — ante- 
al radical, pues de lo contrario resultaría e < 0. lo cual no 
suceder, de acuerdo a lo visto al estudiar la función exponencial. 
ulta, por lo tanto, 


» 1 y —l a ) 
( 1 V 2 Í. 


mdo logaritmos neperianos obtenemos | 1 


y = ArgSh x= In (1 + yx? +1). 
1 el caso del coseno hiperbólico debemos señalar que nos limi 
al caso de la rama 1 > 0, y > 1. para evitar ambigiiedades en 
¡ÓN Inversa. 


De y=Shx es y =ArgSl 
(se lee “araumento cuyo seno hiperbólico es ”); 
y=Chzxz es y =ArgCh 
y=Thxr es y =ArgTh 
) =Cthx es »= ArgCtk 


En base a los valores de las tablas, o bien con el procedimiento 
gráfico de tomar los simétricos respecto de la recta y = x de los pun- 
tos de las curvas hiperbólicas, se obtienen los diagramas de las funcio- 
nes hiperbólicas inversas. 


RELACIONES ENTRE LAS FUNCIONES HIPERBÓLICAS INVERSAS Y LOS 
LOGARITMOS NEPERIANOS: A partir de las definiciones de las funciones 
hiperbólicas se pueden deducir las siguientes relaciones, que aplicare- 
mos con frecuencia en el cálculo de integrales: 


ArgShx = ln (1 + yx? + 1); [1] 

Arg Ghz == (++ ya2a— 1), si [e =1; [2] 
e : 

Arg Thx = oe EE sí a <i; [3] 


ES o [4] 


Arg Cth x = sin Z 1 


Si es y = Arg Sh z, resulta x = Sh y = : (el — e), Multipli- 
cando término a término por e” resulta 
xe!= - (ev —e0), osea, e — 2re— 1 =0, 


expresión en e” que se puede resolver de acuerdo a la fórmula de la 
ecuación de 2” grado: 


ett= rs 1. 


Como /2? + 1 es mayor que x, debe desecharse el signo — ante- 
puesto al radical, pues de lo contrario resultaría e* < 0. lo cual no 
puede suceder, de acuerdo a lo visto al estudiar la función exponencial, 
Resulta, por lo tanto, 
er=x+ ya +1, 
y tomando logaritmos neperianos obtenemos |1 |] 
y = ArgSh x = In (1 + ya? + 1). 
En el caso del coseno hiperbólico debemos señalar que nos limi- 


tamos al caso de la rama x>0, y >1, para evitar ambigiedades en 
la función inversa. 
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De y = Arg Ch x resulta x = Ch y = 5 (e +4), y 


cando ambos miembros por e” y ordenando se tiene 
e — 2x e! + 1 = 0, 


e=xzzxzwyx" —1; 


tomando logaritmos neperianos es para lx| > 1, 


E Y — 1), 
bata — ylx* — 1), 


Como las expresiones entre paréntesis son recíprocas (pues 
producto es igual a 1), los logaritmos son valores opuestos. 

Considerados estos dos valores del Arg Ch x se obtiene una c 
simétrica respecto del eje de las x, de la cual sólo consideramos 
rama que da ordenadas positivas y que corresponde a la expresión [' 
o —eEn 
er + er S 


y = Arg Ch x = 


Finalmente, de y = Arg Th x resulta x = Th y = 


multiplicando por e” el numerador y denominador del último mi 


Pr AE 

bro es 2= 777 0 sea, e: == 
; L+Ex 8 
Considerando x comprendido entre — 1 y +1 es poe positivo, 


y tomando logaritmos neperianos resulta [3]: 
: 
LE 


y = Arg Th x = in 
En forma análoga se deduce [4]. 


EJERCICIOS: 


1. Verificar las relaciones: 


a) Arg Sh b== la (bu + Vb?u2 + a?); 


b) ArgChdl= In= (bu + VEZ ab; 
a+ bu 


a— bu 


o... A 
c) Arg Thb==5 In 


to 


La función 
y =arctg (Sh 1), 
que aparece frecuentemente en matemática, se llama gudermaniano de x y 
se escribe y =gd x. Verificar que la función inversa es 
y = ArgSh (tg 1), 
o bien, 
y =1In (sec x + tg 2). 
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RELACIONES ENTRE LAS FUNCIONES CIRCULARES E HIPERBÓLICAS: 
Recordemos que la relación fundamental de las funciones circulares es 
cos? ¿ + sen? 1 = 1, 

mientras que la de las funciones hiperbólicas es 
Ch? 1 — Sh?1= 1. 
Por otra parte, la ecuación de la circunferencia de radio 1 es 
Apyol, 
mientras que la ecuación de la hipérbola equilátera de semiejes uni- 
tarios es 
Ay = 1, 


Y 


Fic. IV-39. Fic. IV-40 


La ecuación de la circunferencia se puede escribir 
x= COS t, 
y = sen l. 
La ecuación de la hipérbola se puede escribir 
x= Cht, 
y = Sht, 
pues elevando al cuadrado estas expresiones y sumando (y restando) 
se tiene la ecuación de la circunferencia (hipérbola). 

La pendiente m = y : x de la recta OB es, respectivamente, tg 1 
y Th. 

La correspondencia no se extiende al arco AB. Mientras en la 
primer figura la medida de este arco está dada por la medida del 
ángulo BOA, la medida del arco en la segunda figura es superior a 
dicho ángulo. Pero así como el área del sector circular AOB es Za, 
ni con los recursos del cálculo mutegral, que también es 


5 el área del sector AOB de la segunda figura. 


El doble del área rayada es, respectivamente, 
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l = arc cos x = arc sen y, t = Arg Ch x = ArgSh y. 
Otras relaciones muy importantes entre las funciones cir 
e hiperbólicas aparecerán al estudiar las series con números com: 
en el Capitulo XV. 


AMPLITUD HIPERBÓLICA: La ecuación de la hipérbola 1? — y? = 
la escribiremos de 2 maneras: 


x=Cht, |x=1: cosq, 
|y =Sht. |r= 80. 


(En ambos casos, elevando a 
cuadrado y restando, se obtiene l 
unidad). 

Igualando las expresiones de 
y de y obtendremos 


1: cos p = Ch t; tg y = Sht, 


El valor y se llama amplitud 
hiperbólica de t. Su interpretación 
geométrica es inmediata. Dado un 
punto P cualquiera de la hipérbola 

Fic. 1V-41. equilátera 1? — y? = 1, considérese 
el punto Q correspondiente sobre 
el eje de las abscisas; desde allí trácese la tangente en T a la 


circunferencia 1? + y2= 1. El TÓQ es precisamente (p. 
El lector podrá demostrar fácilmente que, siendo OQ = x= 


Ñ TRIPA 
=1:c0sTOQ y PQ=y=vVyB=1= | (1 : cos TOQ) — 1 = 


= tg TOQ, el ángulo TOQ es el valor «q de la amplitud hiperbólica. ] 


| CAPÍTULO V | 


LÍMITES 


1. LIMITE DE UNA FUNCION 


Se dice que una función y = f(x) tiende al límite L cuando x 
tiende al valor a si el valor absoluto de la diferencia f(x) — L puede 
hacerse tan pequeño como se quiera en las proximidades del punto 
x = a (sin interesarnos lo que ocurre precisamente en el punto x = a). 

Asi, y = (1x— 1)* tiende a O cuando zx 
tiende a 1, pues el valor absoluto de (x — 1)? Y 
puede hacerse tan pequeño como se quiera en 
las proximidades del punto x = 1. En efecto, 
supongamos que se desee hacer (x— 1)%, en 
valor absoluto, menor que 1 milésimo. Basta 
para ello tomar valores de x que disten del 
punto x = 1 en más o menos 1 décima, pues 
si (1 — 1) es en valor absoluto menor que 0,1 zx 
será y 1 

jx — 1|3 < 0,1% = 0,001. 


Más general, si se desea que resulte 
lx — 11% < e, siendo e, un número positivo 
arbitrariamente pequeño, habrá que tomar 
[1 — 1| < Ye o, escribiendo lo mismo de otra Frio. V-1. 
manera, deberá verificarse 


l—-Ye<r<1t+ Ye. 


Gráficamente, la definición de límite puede interpretarse así: 


a-0' 


Fic V-2, 
Dado un valor e, se trazan las Se trazan entonces las verticales 
paralelas y=L+e; y=L-—e. por los puntos así determinados. 


Quedan determinados los puntos 
que indican las flechas. 


98 Sadosky-Guber - ELEMENTOS DE CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Si para cualquier valor x del entorno (a — 5; a + 5) así deter- 
minado, las ordenadas de f(x) están entre las paralelas L — e y L + e, 
se dice que en el punto a el limite de la función f(x) es £ (?). 

En el ejemplo que hemos considerado, y = (x — 1)*, la función 
está definida en el punto 1, hacia el cual tiende la variable x. Pero 
puede suceder que la función no esté definida en el punto x = a. Tal 
sería el caso de la función 


> old a Dell 
¡m0 -= == 
que no está definida en el punto x = 2. (Efectivamente, es f(1) = 
4+2-6_0 ] ] 
=—329 “pg y este cociente está excluido de las operaciones 
aritméticas). 


Fic. V-3, 


Sin embargo, podremos calcular el límite de esta función cuando 
> 2 si observamos que en la definición anterior hemos dicho que 
no consideramos lo que ocurre con la función precisamente en el pun- 
to x= 2, 

Como es 

Hd = EDESA e — 2) Fr 3) : 
> 3 £ 2 
para todo 142 es (1 — 2) 40, y. por consiguiente, dividiendo el 
numerador y el denominador por este factor resulta f(x) = (x + 3). 

La función no está definida en x= 2; en los restantes puntos 
coincide con la función y = x + 3. que está definida para todos los 
valores de la variable. 

Como en la determinación del límite para => 2 consideramos 
los valores de un entorno del punto x = 2, excepto. precisamente. el 
punto x= 2, utilizaremos la función y =x + 3. que coincide con 


(1) El entorno del punto a puede no ser simétrico; se adopta entonces como 
valor 5 el menor de los dos semientornos que corresponden a un valor e. 


LÍMITES 00 


la función dada para todos los valores de x distintos de 2. Para 
1>2, y > 5, pues si deseamos que sea 
la +3) —3] = [2 =Y <8, 
bastará tomar un valor x que satisfaga a las desigualdades: 
LEX TAE 
Esta exclusión del punto x= a 
se pone aun más en evidencia con- 
siderando el límite, cuando x => 1, de 
¿*E la función 
26 0si<O0; 
2 510<xx< li; 
f(x) = 3 ass $ 
— 2644 31 <ZE<D 
7 T 0 six =2; 
Frc. V-4, (ya considerada en la pág. 35). 


La función está bien definida, pues a cada valor de x corres- 
ponde un valor de f(x). En particular, para x= 1 es f(1) = 3. Pero, 
¿cuál es el limf(x)? A poco que observemos veremos que para va- 


lores próximos a 1, f(x) toma valores próximos a 2, y si bien en el 
punto 1 la función dista mucho de 2, esto no interesa. El límite 
de la función para x= 1 es 2, 

Gráficamente, si trazamos 2 rectas de ordenadas, 2 + e, 2—e, 
paralelas al eje de las x, podremos determinar 2 puntos que limitan 
el entorno. 1 — 3, 1 + 3, tales que para todo x de este entorno (ex- 
cepto el punto x = 1) los valores de la función están comprendidos 
entre 2—¿y2+e€. 


OBSERVACIONES: 


I) La circunstancia de excluir en las desigualdades que aparecen en la definición 
lo que ocurre en el punto x= a, hacia el cual tiende la variable, es la que 
hace fecundo este concepto de límite. Gracias a la exclusión del “punto neu- 
rálgico” x= a es posible evitar operaciones ilegales dentro del campo de la 
aritmética. 

TI) Hay que destacar la arbitrariedad de e. Cualquiera sea su valor, siempre 
debe poder lograrse que la diferencia |f(x) — L| llegue a ser menor que e. 


III) En el curso del libro veremos que los conceptos fundamentales del análisis 
(derivadas, integrales, áreas, volúmenes, etc.) son límites. De aquí la nece- 
sidad de entender claramente este concepto que a primera vista puede pa- 
recer trivial. 

EJERCICIOS: 


1. Demostrar que lim 12 =0, 
z() 


2. Demostrar que lim sen x=0. 
:>0 
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3. Demostrar que lim cos x = 0. 
IR IT 


do 1 
| Puede escribirse cos r = sen (5 — 1 )|. 
4. Demostrar que lim (x— 2) =0. 


5. Demostrar que lim 1? = 9, 
r=3 


[Se puede escribir 12 —9= (x— 3) (x + 3), y el valor absoluto |12 — 9] 


= |x— 3||x + 3] puede hacerse menor que 7 —3 si x está comprendi 
entre 2 y 4 A su vez, 7|x— 3| puede hacerse menor que e con tal 


tomar |[x—3|< 7 el valor de Ú es, entonces, =p 
í 
O O 
6. Demostrar que lim -=>3* 
t=>2 1 Z 


7. Demostrar que lim 8 =8. 


[Si deseamos que la diferencia |13 — 8] sea menor que 0,015, es suficier 
tomar 1,999 < x < 2,001; si queremos hacer |13— 8| < e, es suficiente 
mar |[x—2| < e : 19, como se ve, escribiendo la identidad 19 — 8= (1 = 
(12 + 21 + 4) y observando que para x del intervalo (1, 3) se verll 
[12 + 27 + 4] < [2/2 + 2/3] + [4] < 191. 


2. INFINITESIMOS 


Una función f(x) cuyo limite es O cuando x => a se dice que € 
infinttésima en el punto x = a. 


Ej.: sen zx es infinitésimo para x =0, 

ads qa 1 
cos í es infinitésimo para 1 = ¿5 

2 es infinitésimo para x= 0. 

Sh x es infinitésimo para x =0, 


(21 — 1)” es infinitésimo para 1 = 3* 


OnseERVACIONES: 


I) No hay números infinitésimos, sino funciones infinitésimas en un punto. N 
se puede decir que un número sea pequeño o grande si no se toma álgún 
punto de referencia. Un milímetro es una longitud pequeña para las med 
ciones habituales, pero muy grande para la escala atómica. 


11) Las funciones no son infinitésimos en general, sino en ciertos puntos de zx, 
Así, sen x es infinitésimo para 1=Ax(k=0, +1, +2, ...), pero no lo es 
para ningún otro valor de z. 


OPERACIONES CON INFINITÉSIMOS: 


Il) La suma de varios infinitésimos en un mismo punto x= a es 
otro infinitésimo en el punto a. 


En efecto, si f(1) y g(r) son infinitésimos para x = a, ello sig- 
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II) 


1000) 


nifica que se puede hacer |f(x)| < e, |g(x)| < e, para los valo- 
res x suficientemente próximos a a. Entonces es 
AO + ¿(01 < [f(2)1 + lg(x)] <e + e = 2e, 

y puesto que e es tan pequeño como se quiera, queda demos- 
trado que también f(x) + g(x) puede hacerse, en valor abso- 
luto, tan pequeño como se quiera, o, lo que es lo mismo, esta 
suma también es infinitésima para x= a. 
El producto de 2 infinitésimos es un infinitésimo. 
Con las notaciones del párrafo anterior resulta 

FD ¿(| = |f(0 |: lg()] <e e= e, 
es decir, el producto de las dos funciones, infinitésimos en un 
punto, puede hacerse, en el entorno de ese punto, tan pequeño 
como se quiera. 
El producto de un infinitésimo por una constante K cualquiera 
es un infinitésimo. 
Pues 

¡Kf(2)] =|K]-|f(2)] < ¡K] e, 

y esta última expresión puede hacerse tan pequeña como se 


quiera en el entorno del punto considerado con tal de tomar € 
suficientemente pequeño. 


EJERCICIOS: 


L; 


¿Para qué valores de x la suma de los infinitésimos 22, 13 (en x= 0), puede 
hacerse menor que 0,01? 

[Es suficiente que [12| sea < 0,005 y |13| < 0,005. La primer desigualdad 
se satisface para |x| < 0,07 y la segunda para |x| < 0,1. Luego, para 
lx[| < 0,07 la suma (22 + 23) es menor, en valor absoluto, que 0,01]. 

¿Para qué valores de x es la suma de los infinitésimos x, sen zx, 2% (para 
x= 0) inferior a 0,001? 

(Obsérvese que siempre es |sen x] < |x]). 

¿Para qué valores del entorno del origen es el producto 12senx inferior 
a 0,012 

R: |x| < 0,216. 

Si bien la suma de un número finito de infinitésimos es otro infinitésimo, no 
puede decirse lo mismo de un número infinito de infinitésimos. 


; secre E) S 
Consideremos la función —» donde n toma sólo valores naturales, Cuando 
n 


n toma valores tan grandes como se quiera, o, como se acostumbra a decir, 
n tiende a infinito, esta función es infinitésima. La suma de n sumandos, 


: 1 TZ 
=> A qu cada uno de los cuales es infinitésimo para n-—>%, no 


. ; 1 5 
tiende a 0, sino a 1, pues n veces — es constantemente igual a 1. 
n 


COCIENTE DE INFINITÉSIMOS. ORDENES INFINITESIMALES: A dife- 


rencia de lo que sucede con la suma (resta) y producto de infinité- 
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simos, no podemos asegurar nada en general sobre el cock 
infimtésimos. Basta considerar algunos ejemplos: 


1%) El cociente z de los infinitésimos 2%, 1% para x = 0, 
a 1%, que también es infinitésimo en el origen. 
22) El cociente q es igual a E expresión que se hace tan f 


como se quiera si se toma x suficientemente próximo al or 


3") El cociente ——,de los infinitésimos 1? y 2x? en el origen e: i 


21 


al número fijo > 
En general, si f(x) y g(x) son 2 infinitésimos y f(x) : g(x) = 
se dice que f(x) es un infinitésimo de orden superior respecto 
g(x). Se escribe f = O(g). A 
Si fix) : g(x) tiende a un valor constante K, se dice que los : 
finitésimos son del mismo orden. Se escribe f — Kg. 


Si el cociente f(x) : g(x), como en el segundo ejemplo, puet 
hacerse tan grande como se quiera, se dice que f(x) es un infi 
simo de orden inferior respecto de g(x). Se escribe g = O(f). 

Las funciones zx, 1?, 1%, x*, ..., Y, 
son todas infinitésimas en el ori- 
gen y se acostumbra tomarlas 
como referencia de comparación 
con cualquier infinitésimo en el 
origen, 

Si el límite de f(x) : x" es una 
constante, se dice que f(x) es un 
infinitésimo de orden r. En par- 
ticular, si f(x): 1" —>1, se dice 
que f(x) es un infinitésimo equi- 
valente a x*. 

Si la función es infinitésima 
para x = a, para conocer su orden pl eS hos > Ss os de 8 
infinitesimal r se la compara con y gen. 

5 — aa 


3. CALCULO DE LIMITES 


Puesto que lím f(x) = L cuando la diferencia f(x) — L tiene 


límite cero, o sea, cuando la diferencia es un infinitésimo +(x), pode- 
mos escribir, en un entorno del punto 1 = a, 


f(x) = L+ e(x), con e(1) >0 si > a. [1] 
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Reciprocamente, si una función es igual a un número £ más un 
infinitésimo para x > a, el límite de la función cuando > a es L. 
En base a la igualdad [1] probaremos los siguientes teoremas: 
1) El límite de una suma algebraica de varias funciones es igual a 
la suma de los límites. 
Si f(x) > L; glx) > L'; h(x) > L” cuando x > a, se tiene 
[f(x) — g(x) + hí(x)] > L-— EL' + L” cuando x> a. 
En efecto, se puede escribir 
fla) =L +el(x); glx) =L'+8€'(x2); h(x) =L" +e"(x). 
Resulta, entonces, 
ME) = HD) E RJ E=LSES) += ER 
Siendo (£ — e* + £”) infinitésima (pág. 100), queda demostrada 
la proposición. 
11) El límite del producto de varias funciones es igual al producto 
de los límites. 
Con las notaciones anteriores, 
f(x) -g(x) = EL" +Ls'(x) +L'2(x) +€(x) e'(x). 
Los tres últimos términos son infinitésimos y, por consiguiente, 
su suma también de acuerdo a lo ya visto. Luego, si f(1) - g(x) = 
= LL' + infinitésimo, es lim f(x) «g(x) = LE”. 


f(x) 
g(x) 
glx) > L'%0, es el cociente L : L' de sus límites. 
En efecto: 
FO. Eb. Ereta 4d -.. Pela) —LTe'(z) 
ea) LE +A LE  L?+LE) 
y si L' +0, siendo el numerador un infinitésimo resulta 


a de = infinitésimo; por consiguiente, lim q E, 


Un LÍMITE IMPORTANTE: lim 
> 


III) El límite del cociente de 2 funciones 


» cuando fix) >L y 


aa EL 


sen í 
= 1. 


Xx 

Si en una circunferencia de radio 1 
se considera un ángulo central de x ra- 
dianes, la medida del arco AB que que- 
da determinado sobre la circunferen- 
cia es XI. 

En B se traza la tangente TB, y 
entre las superficies de los triángulos 
AOR y TOB y el sector circular AOB 
valen las relaciones 


A AOR < sector AOB < A TOB. Fio; V:6. 
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Las áreas correspondientes se pueden expresar en función de x, 
de modo que resulta 


1 1 
00" PUE A 


3 Sc 1< 31 tgz, [1] 


y dividiendo por Esen x (que es un factor positivo si es x positivo), ' 


cos <Á , 
sen x COS Y 


Esta desigualdad vale también si cambiamos x por — x, pues en este caso 
(— 1x1) :sen(— 1) =x:senx y cos(— x)=c0s 1. 


Si hacemos tender x a 0, cos x= 1, y, por consiguiente, debe ser 
sent _y 


lim 

+ sen 

Se dice entonces que, en el origen, sen x es un infinitésimo equi- 

valente a 1. 3 

El lector demostrará en forma análoga que tg x es un infinité- 
simo equivalente a x dividiendo los 3 términos de [1] por tg zx. 


= 1 y también lím 
0 


En la tabla de funciones de sen x, para x variando en radianes, se encuen- 
tran los siguientes valores: 


x (rad) =1 5 05 ¿5 01 3 0/05 ; 0,01 ; 0,001 ; 
senx  =0,841; 0,479; 0,0998; 0,4998;  —0,0100;  —0,0010; 
senx:x=0,841; 0,958; 0,998 ; 0,9996; —1 s «1 


sen Y 


GRÁFICA DE LA FUNCIÓN f(1) = : La función es par, pues 


fí— 1) = f(x); es suficiente, entonces, considerar sólo valores positivos. 


Siendo sen x < x para los valores positivos de x, es f(1) < 1 y 
sólo f(x) >1 cuando x= 0. 


Puesto que es f(0) = y esta expresión no está definida, agre- 


gamos a la definición de f(x) la igualdad f(0) = 1. 
Como los valores de sen x están siempre comprendidos entre + 1 
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1 
y —1, los valores de f(x) están comprendidos entre y, = + 59 


FSA 


Xx 


4. “VERDADERO VALOR” 


Si una función f(x) tiene una expresión analítica que carece de 


sentido preciso cuando x= a y en cambio está bien definido el lí- 
mite L de f(x) cuando x> a, se considera a este límite L como el 
“verdadero valor” de la función en a. 


EJEMPLOS: 
== Ab 0 
1%) La función a a pa toma para x=5 la forma m 


99) 


expresión que en aritmética carece de significado. En cambio, es 


A > A A a 
Ss 5 13-32 —1374+15 55 (1—5) (12 4 21 — 3) 
JM e 7 e TON 


:>5 724 2r—3 16 
indicando con v.v. el verdadero valor. 

Siempre que se trate de una expresión racional fraccionaria P(x) : Q(x) se 
puede calcular el “verdadero valor” para aquellos valores x=«a para los 
cuales resulte 0: 0. Pues si P(x) y Q(x) se anulan para x= a, se puede 
escribir P(x) = (1— a)P,(2), Q(=) = (x—a)JQ,(x), y en lugar del co- 
ciente P(x):Q(x) se considera, para el cálculo del limite, el cociente 
P,(x1) :Q,(x). Si este nuevo cociente también es de la forma 0:0, se 
vuelve a reiterar el procedimiento. 


o 372 
Calcular lim 0 . 
1>2 1371 + 161 — 12 
Como el numerador y el denominador se anulan para z= 2, resulta, apli- 
cando la regla de Ruffini y simplificando, que este límite es igual a 
2—xr—a2 
MHZ, 
2 12-—5+6 
También en esta expresión el numerador y el denominador se anulan para 
x=2, Aplicando nuevamente la regla de Ruffini y simplificando se llega a 
1 
lim y E 


22 1-3 =E 8 
EJERCICIOS: 
1. Verificar que el verdadero valor de 
318 + 612 
211 — 1512 
en el punto x=0 es -5 
2. Verificar que el v.y. de 


q 
h 
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—Q 


10. 


14, 


16. 


19. 


ta 
-)] 


1 
2 VY 


(Para calcular el límite correspondiente multiplíquese el numerador y 


para h=0 es 


minador por la expresión Vx + h + Vr, conjugada del numerador). 
Idem de ) 
vi +xr—1 


x 
1 
=0 es => 
para zx es 7 
Verificar los siguientes límites: 
2 — —= + -— 16 
lime MN z 5. lim Lo mer, 1 6. lim —— =8, 
2 3 1472 5 + 952 
lim cl =2. 8. lim Sres —2 9. lim a od = 
10 z 20 a ue 2 s—» si E 32 
42 —3—A | y 9 
Mo A a. My E, Y 
t=1 a2— ] 2 ¿2 x=—á 4 
1 FE te 3 13. th E (a+ bj+ ab _a b 
Id  12—Q2r 2 x2—(a+ ciao a—=cG 
, 12 A 
pit 15. Ms AS m.. 
211234242 ta —2l —I+Y2 3 
[Téngase en cuenta que 18 —212 —x + 2= (2 — 2) (12 — 1)]. 
' a2—6r +9 1 3 33 
1 —__ZA_ en =+ Y. Em+ El =3. 18. lim H£2 A = 3b?, 
3 E E 15% — Y 2 1 + L e—ob ax—b 
a BARRE sé 
lím =5 20 lim YE e 
Sl x 1 >2 z—2 4 
Q=-vVY1-—3 1 7 3 
] sn 22. limi <= 34 
iz>T 12.49 56 gra ar — a 


[Téngase en cuenta que se puede escribir 12 — Vadx= Vz (VB — Va3) = 
= Vi (14 Var + a) (Vx — Va); Vaz —a= Va (Vx — Va), puesto que 
es 3 — P2= (a — P) (a? + af + $3)1. 


ViI+3— Vlr+ 1 _ 


lí L 24 lim 0. 
í- Xx r=1 ar L 
li 1—Vr1+2 9 e y ViIF+1—Vi+x+1 
MA o e SO TM AZ AS 
22 v4i4 1-3 8 2 Ed 

== E Fa 
jj NE 28. lim EF VE 9 Va _ q, 


r—() Y rn a e == Va 


35. 


37. 


39. 


4, 


42. 


43. 
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lím vVar+b=Vbxra _ (a—b)jve+d 
a Vatiovira 6 Averd 
2. ¡2 di 
ma ERP a. um Lt 
E 

Hit) 
Basándose en la equivalencia de los infinitésimos sen x, tg x, 1 para 1=0, 
hallar 

, sen5z 

lim 

2 sen 3x 
Solucidn y 2 8, 

:%sen3r *>»03x 3 
Idem 
¿Sen mx 

20 sen nx 

R: mE, 
n 
Verificar los siguientes límites: 
ln 3%. Im" =o0. 
TIT 4 1=>0 1 
T— 3” 
lím .a ) =p" 2. mis 
e sen px 5. 3 3 
lím iio Se =-— 1 
I>I7R 1 5 
A 
' O. 
Lim (1 — x) uot=> 
(Hágase 1—x=z y téngase en cuenta que lim ——= dd 
2=>0 tg z 


Demostrar la siguiente igualdad: 


lím =- 
IA) a 2 
5 1 
(Téngase en cuenta que es 1 — cosx= 2 sen? 51). 
Idem 
ps 32 
2201 —cosz 
Verificar 


A cos x 
lim 


¿+17 /1 — sen r 


=V. 
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1 
[Recuérdese que cosx= cn( ya - 2) 1l—senxr= 2 cr — 5) 


sustitúyase por los infinitésimos equivalentes]. 
Verificar los siguientes limites: 


44. limtg2rz - cosec 4: E 
0 2 


sen 1 — COS z 1 
45. a ———_—_—— == eu CA 
IT 1—igzx Ó 
tgz—senx 1 
46. =- 
20 sen? x 9 
47 Y ES — 5, 


E 7 cos x + cos 2x o 


IFE 


Ténganse en cuenta las siguientes relaciones: = 
| E : cos x + cos 2x 


3 
sen—x 
ll sen 3x 2 
2 3 L == 1 
2 cos 5 + cos 22 - 00877 - C087x cos x - cos 27 - cos 71 


48. Hallar el v.v. de 
tgelrz+ A) —tagx 
h 
para h=0. 


seníz+ A)  senz 


.. COS (x+h) cos zx sen (1 + h) cos x — sen 1 cos (x + h) 
Solución: — __  _ __ _ ___ » _x_E(í _-------_—__z___—_—-__—_—__—_= 


h cos xcos (x +h) -h 

e sen [(2+h)—zx] _ senh 1 Ñ 
— cosacoslz+ Rh" h cos 1 cos (1 + h) ” 
. tglr+h—tgzx , senh 1 
mn ——_—_—_—_—_—_ A 
h=0 h hi0 hh cos 1 cos (1 + h) 

, senh ., 1 1 PA 
= lím lin: AX 1 —— — 80? x. 

i>0 hp  Añ=>0 coszxcos (x + h) cos? x 

49. Idem de 
cotg (1 + h) — cotg x 
h 

para h=0. 
R: — cosec? x, 


5. LIMITES INFINITOS 


Hemos insistido varias veces en que la división por cero carece 
de sentido en aritmética. 


; S 1 
¿Qué sucede cuando en la función f(x) = E damos a x valores 


próximos a 0? 


AIN . 


A medida que x toma valores positivos cada vez más próximos 
a 0, f(x) toma valores cada vez mayores. Así resulta 


100,1 0,01 0,001 0,0001 
fal 10 100 1 000 10000 
Si x toma valores negativos, los correspondientes de f(x) tam- 
bién son negativos. 


Si queremos que sea f(x) >K (sien- Y 
do K un número positivo), bastará tomar 


TE > pues siendo f(x) = 2 es El )- 


8 
=1:¿=K 


Para valores negativos resulta 


: 1 
fo) <—K six>-<Í 


Se dice entonces que el límite de E » cuando x tiende a 0, es 


infinito, o, en símbolos, que lím 1 = w (1), entendiendo con ello no 


que infinito sea un número, sino que la función puede tomar, en 
módulo, valores tan grandes como se quiera. 


DerinicióN: Se dice que la función f(x) tiene límite infinito 
cuando > 4: 
límf(x) = o, 


si se puede hacer f(x), en valor absoluto, tan grande como se quiera, 
con tal de tomar x suficientemente próximo a a. 


Aquí tampoco interesa el valor de la función en el punto a, 


donde generalmente no está definida, sino los valores de un entorno 
del punto a. 


EJEMPLOS: 


1%) En el caso de la función ==" ¿en qué entorno del punto 2 debe 


variar r para que sea y > 1000 000?, ¿y para que sea y > K? 
La primera condición se cumple si es (x — 2)? < 0,000001, o sea, |r — 2| < 
< 0,001. Luego, si x está comprendida entre 1,999 y 2,001 (con exclusión 
del valor x= 2, donde la función no está definida), es y > 10%, 


(1) El simbolo v% lo usó por primera vez el matemático inglés WaLzis 
en 1655. ss 


> 
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La segunda condición se cumple si es |lz—2| < 1: VK. 
Como la función es esencialmente positiva, es lim y = + 0%, 
"ud 


2%) Verificar que es lim In |x| = w 
1>0 


Para que sea In |x| < — K, con K positivo, debe ser [1] < eK, 


Gráficamente, 


Y 


+ 


a 


Dado un valor K se trazan las 
rectas y=XK; y=—K. Quedan 
determinados los puntos señalados 
por las flechas. 


EJERCICIOS: 


Verificar los siguientes limites: 


LL M2=- e 
:U Xx 

3 pu Ln 
i=>3 1 3 


Y 


Por estos puntos se trazan verti- 
cales que determinan el entorno 
del punto a, para cuyos puntos 
es fir) >K o f(1) <—K. 


lim = 00 
318 — 211 
00, 


5. lim ce 00. 


VARIABLE INFINITA: Hasta ahora hemos considerado límites (fini- 
tos e infinitos) para x= a, donde a es un valor finito. 
Veamos ahora el límite de una función f(x) cuando => o. Sea, 
por ejemplo, 
: 2 —5 
1) =——=; 
pu) ==; 


cuando x= 0, también tienden a «o el numerador y el denomina- 
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A e — 


dor y sobre el cociente no se podría decir nada. Pero si previamente 


dividimos ambos términos por x, resulta 
5 
Y 5 7 
x 


Si > 0, 203 20 y resulta lím f(x) = 


y Y, 


Fic. V-10. 
Trazadas las rectas y =2 + €, A partir de estos puntos se de- 
y=2-— e, quedan determinados terminan los valores H y H' so- 
los puntos señalados por las fle- bre el eje de las x, de modo que 
chas. six>PMHox<H', resulta f(x) 
comprendida entre las dos para- 
lelas. 


En simbolos: 
lím f(x) =£ 


si se puede hacer la diferencia f(x) — L, en valor absoluto, menor 
que cualquier número e arbitrariamente pequeño, con tal de tomar 
valores de x suficientemente grandes: >H o x<H” (o también 
jx! > H, llamando H a aquel de los valores H y H” que sea mayor 
en valor absoluto). 


EJERCICIOS: 
Verificar los siguientes límites: 
Es 2 a— 1 
* =0 2. lím e 


1 
1. im _——— 5 230 > 
22075 +8b—i 1>0 278 + 4r—8 2 


(En todos los casos divídase por la mayor potencia de x que aparece en el 
numerador y denominador). 
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10. 


UK, 


12, 


13. 


14. 


15. 


16. 


17, 


18. 


Generalizando los resultados de los ejercicios precedentes, demostrar que si 
se tiene un cociente de dos polinomios 


P(x) S ay" +aqrl+... +4, ; 
Q(zx) byee + ob 31H... +0 


resulta 
Ho 
— sin=m. 
lim O b 
> Ola) 0 sin<m. 


Xx sin >m. 
Verificar los siguientes límites: 


a 2+1 


im 3: 5. lim = 0. 
I=M y + Sr => pl + 1 

3 32 E 

ci E iz A, A Mis . 
12 4e8b+x 2 12% art + b 
2 í E 2 

un Pr E). +1) (613) =p 9. lim ETA EEE, 19 ETE <= 
2> o (213 —1) (zx + 4) 20% — í2(27—3) (41 +1) 4 


. 


> A < had 
lim 24543141 335 
20 zI1+ Vd 3r— 2 2 


: Tx 
12041414 Y 16174 13+1 


Viati+t4+ Vx o 


y 
8 


lim 1. 
sii r+vi2+1 

3.3 

8 

A a 
r=>00 1 1 

a 
: Pot Pl el 
=olr+2 r—2)” 
ir a RA 
T=00 2 


(Multipliquese y dividase por Yz(x + a) +1). 


lim a+ v2- Ja vz =1. 


(Multiplíquese y dividase por el binomio conjugado y se llegará a salvar 
la indeterminación). 


Jim [V(z + a) (x + b) — 2] =5 (a + b). 


Inx 


Calcular para qué valores de x el cociente puede hacerse inferior a 


0,001, ¿Y a 0,0001? 


19. 


21. 


23. 
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Solución: La tabla de valores de los logaritmos naturales indica que el 
cociente es menor que 0,001 si es x >9200 y menor que 0,0001 si es 
x > 120000. En general, se puede hacer este cociente tan pequeño como 
Inx _ 0 


se quiera tomando x suficientemente grande. Por eso es um 
>% x 


Verificar que 
2 
lím VI= L. 
=> 
Solución: Sea L el límite buscado, es decir, 


lím Yz = L; 
23% 


tomando logaritmos neperianos en ambos miembros de la igualdad, resulta 
] 
ln L= ln lím Vz= lím ln Vz=lim=2 =0. 
L+00 a=Ru0 IN y 
Por consiguiente, 
L=s9=:1. 


Demostrar que es lím Thx=1. 
T=>0 


Solución: Podemos escribir, de acuerdo a la definición de Thx (pág. 89): 
et —et — Le”* 2|e*| 
cord e rd 

Para que sea e” menor que un e arbitrariamente pequeño habrá que 


considerar > —Ine (como se puede ver tomando logaritmos neperianos 
en los dos miembros de la desigualdad e-* < e). 


11== 


==, 


¡Th zx —1| = 


En particular, si 
e=0,1 , debe ser z>In  10=2,3; 
e =0,01 , debe ser x>In 100 = 4,6; 
e =0,001, debe ser x > In 1 000 = 6,9. 
En realidad, estas sucesivas acotaciones hacen tomar valores de x dema- 
siado grandes; la simple inspección de la tabla de Th zx muestra que si 
x>1,5 , Thx difiere de 1 en menos de 0,1  ; 
si x > 2,65, Th x difiere de 1 en menos de 0,01 , 
y si x > 3,80, Th x difiere de 1 en menos de 0,001, etc. 
Verificar los siguientes límites: 


. ds , yr 
e 33. sm (2) 5, 
lim 10*=0. 24. limbr=0si0<b<l. 
LADO Ter 
; 1 : ¿ x 
lim x sen== 1. 26. lim2y-tg-=2x. 
40 Z Y=>00 y 
1 
(Hágase -=1t). 1 
z 27. lima"=1. 
T= 00) 


Completando las definiciones anteriores decimos que 
m f(x) = o, 
D->00 


si el valor absoluto de f(x) puede hacerse mayor que cualquier nú- 


E 


114. Sadosky-Guber - ELEMENTOS DE CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 
A AA A 


mero K por grande que sea con tal de tomar x mayor, en valor ab- 
soluto, que un cierto número H que depende de K. 


Gráficamente 


y 


Fic. V-11. 
Trazadas las rectas Las abscisas de esos puntos son 
y=K Yy=-—Kk; los valores H y H' tales que 
quedan determinados los puntos si z>H o zx<H', resulta 
que señalan las flechas. 3 > Ko Hao <—XK. 


EJEMPLOS: 
Demostraremos que lím 12 = o, 
T=>0) 


En efecto, 12 > XK six > +vVYyKozx<-— VK. 
Análogamente, es lím Sh x= 00, 


Siendo Sh x= 5 (e — e 7), resulta, para x >0, Shx > 5 (er — 1), y esta 


expresión es mayor que XK si es x > In (2K + 1). Para x < 0 se obtiene un 
valor análogo por simetría para que sea Shx< —K. 


Ejercicios: 


Verificar los siguientes límites: 


E 2 
ii mm 1 e. mu 2 
12 412410 0: gl 


ESMERO 


VRA+I1+14vV22—xi+1 pa” 


3. nn. 4. lim 
1295 (37 — 4)? (512 + 1) 2-00 + vyx2w+1 
(Compárese con el ejercicio 12 de la pág. 112). 
2 
5. lim 10"= + 00, 6. lím 2100 — + 00. 


ao 1=>+00 


E 3 y 
7. lim (3)=+> 8. lima —=-+0 si a > 1. 
2 L>+4 00 
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a ANN ss ml 
L=++00 3 + Qe La 00 3 + gr 


6. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION 


En la definición de lim f(x) = L se consideraban los valores x 


de un entorno del punto a, con excepción del punto x = a, donde la 
función podía o no estar definida y podía o no coincidir con el valor 
f(a) de la función. 


Si se verifican las tres condiciones: 


I) Existe lím f(x); 


II) está definido fía), y 
III) vale la igualdad lím f(x) = f (lím x) = f(a), 


se dice que la función f(x) es continua en el punto x= a. 

Por esto se suele decir que cuando la función es continua el lí- 
mite de la función es igual a la función del límite. 

Cuando no se verifica alguna de las 3 condiciones se dice que 
la función es discontinua. 


Y, Y, ; Y 
1] 
e 
1] 
ni e | 
1] ' t 1] 
añ 
¡ ; ; ! 
| | | | 
1 
lo 4 TI —— 
a? O, 
Función continua en Saltos finitos Infinito Salto infinito 


todos los puntos del 


s Funciones discontinuas 
intervalo (a, b). 


Fic. V-12, 


Cuando se verifican 1 y II, pero no III, se tiene el caso de dis- 
continuidad evitable. Basta “corregir” la definición de la función en 
el punto a para transformar la función de discontinua en continua. 

Si se cumple 1 y no Il, se tiene el caso de “verdadero valor” 
que ya hemos tratado. 


EJERCICIOS: 
Indicar, en las siguientes funciones, los puntos donde la función es discontinua: 
4 qUe _ nm E 
í. Le 2, A 3. dede y 4. NA 
E _»+41 pe x : 
o O 3) 


116  Sadosky-Guber - ELEMENTOS DE CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


7 b 


O »+= = (0<I<2x). 9. y= (0 < 2 < 2x). 
(V2cosx + 1)* a cos 
10. y= [E 0 << 20) 11. EA, 
— sen 1 Ln 
a2+1 z— 1 —1 
12; = —— ma E —_ rm > A A A És 
"ua *Y"izas Y 
2 +42>+5 E 
15, <A A AA—AKAKÁKXKXA TI_— = 
E e. PARTE 


R: 1.7=0; 2. 2=0; 3.2=3; 4h r1=2%x=-—9; 5. No tiene; 6. 1 =1, 


mty 7 2 =3 Y o” M5 9 1=N, 2 10. 
4 4 232 
1 1 
== U <= et: 2% £==o £=% 0 ==-=tL »=% 
2 2 
1 
14, =>; 15. No tiene; 16. x=0. 


Tipos DE DISCONTINUIDADES: Una función f(x) puede tener limite 
cuando x tiende a a tomando x sólo valores superiores a a. En ese caso 
se dice que la función f(x) tiene limite a la derecha y se escribe 
lim fíx) = L', 


Io 


Y Y Y 


cs 
- 


1) SN E” 


O 


Límite a la derecha L', Límite a la' izquierda E”. Función discontinua L' 4 L”. 
Fic. V-13, 


Análogamente, cuando x tiende a a tomando sólo valores infe- 
riores a a se dice que f(x) tiende a un valor L” que se llama el 
limite a la izquierda de f(x) y se escribe lim f(x) = L”. 

Si es L' = L" = L, evidentemente es L = lim f(x); pero si es 
L' + DL”. la función es discontinua. 

Fl valor L” — L” se llama salto de la función. 
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EJEMPLO: 
Recordemos la función signo de x, que escribimos sgnx y que vale 1 si 
x es positivo, — 1 si x es negativo y O si es =0. Evidentemente, es 
limf(x) =1; limf (1) = — 1. El salto es igual a 2. El valor para =0 
zo ei) y . , 
es el promedio de los valores L' y £”; en general, se define así: fía) = 
1 , ” 
=3 (L'+L"). Y 
Los límites a la derecha y a la iz- 
quierda (límites laterales) pueden también / 
ser infinitos. En este caso la discontinuidad 
es infinita. 
17) XY 
EJERCICIOS: 
L. Verifi la funció el 7 
. Verificar que la función arc tg=— tie- 
2 85 Fic. V-14. 


ne límites laterales en el origen que 


1 1 5 bd 
valen + 7 y —55. Hacer la representación gráfica. 


$e] 


Verificar que la función 


tiene un salto igual a 2 en el origen. 


3. Verificar que es lim, lInx= — % 
r—) 


pa 


1 
4. Verificar que es lim e= +00 y lim e =0. 


r=0 


OPERACIONES CON FUNCIONES CONTINUAS: La suma y el pro- 
ducto de un número finito de funciones continuas son continuos. 


Sean f(x), g(x), dos funciones continuas en el punto x= a, es 
decir, sea 


limf(x) = (a),  lmg(z) = gía). 


De acuerdo a lo visto en el cálculo de límites será, para 1> a: 


lím [f(x) + g(2)] = lim f(x) + lim g(x) = f(a) + g(a); 
lim (f(x) + g(2)] =limf(x) + límg(x) =f(a) - gla). 
Como caso particular resulta que, siendo f(x) = x una función 
continua, también lo son 2?, %. ..., 1” y cualquier combinación li- 
neal de las mismas: ap + aX dd: as? + aga A... + anzx”. Por con- 
siguiente, un polinomio es una función continua, 


Obsérvese cuán fundamental es la restricción de que se trate de 
un número finito de funciones continuas. Así, la expresión 1 + x + 
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++... +21 +..., con infinitos términos, cada uno de los cua- 
les es continuo en x = 1, no es continua para x= Íl, 
También el cociente de funciones continuas en un punto x= a 
es una función continua si el denominador no se anula en el punto 
=4. 


Las expresiones racionales fraccionarias son continuas, ex- 


(x) 
Q(zx) 
cepto eventualmente en aquellos puntos - = a en los cuales se anu- 


la Q(z). 


7. CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES 


Ya hemos demostrado la continuidad de un polinomio P(x) para 
cualquier valor de x. 
Veamos ahora la continuidad de algunas funciones trascendentes. 


1%) La función sen x es continua para todo valor de x, es decir, . 
lim sen x = sen a. 
ro 2 
1 1 
En efecto, siendo sen x — sena = 2 sen 5 (2. — a) cos = 3 ED: 


y recordando que el seno de un arco es menor que . arco y el 
coseno es menor o igual que 1, resulta 


Y y 
[sen x — sena| < 2:51 
Tomando x suficientemente próximo a a se puede hacer que la 
diferencia [sen x — sen a| sea tan pequeña como se quiera, 


Análogamente, se demuestra: 


= aj = ¡z— al. 


2%) La función cos x es continua para todo valor de zx. 


sen TI 
COS T 


3") La función tg x = 


1 á j 
7 QA + 1)x, pues se trata de un cociente de funciones con- 


es continua para todo valor de x 4 


tinuas donde hay que excluir los valores de x que anulen el de- 
nominador. 

4) La función e* es continua para todo valor finito de x. Supongamos 
que queremos demostrar que es lim e* = = e”. Si suponemos 1 > 2, 


r>2 


será 1=2+0, y la diferencia e* — e?, que puede escribirse 
e*(e? — 1), puede hacerse < e si se toma 5 <In( 143 ) 
a 


Análogamente, si es 1 < 2, o sea, 1 =2— 3, resulta que con 


LÍMITES 110 


5%) 


d<— Inf - 2) se obtiene que la función difiera de e? en 
e 


menos de e. 


En la misma forma se hace la demostración para cualquier valor 
x = a y también para cualquier exponencial de base positiva. 

La función logarítmica y = In x es la inversa de la función ex- 
ponencial, como ya hemos dicho. Siendo ésta una función cre- 
ciente, también debe serlo la inversa. Además, de acuerdo a la 
definición de continuidad, ambas funciones deben ser continuas. 
(Obsérvese la representación gráfica de la pág. 64 y aplíquese 
la definición de continuidad). 

En general, toda función creciente (o decreciente) que tiene una 


función inversa en un intervalo (a, b) es continua en ese intervalo, 
así como la función inversa lo es en el intervalo [f(a), f(b)1. 


TEOREMAS GENERALES SOBRE LA CONTINUIDAD: Enunciaremos al- 


gunos teoremas fundamentales sobre continuidad: 


D) 


11) 


TT) 


IV) 


v) 


Toda función continua de una función continua es una función 
continua, Así, por la continuidad de la función exponencial y 
de la función sinusoidal resulta que e**"* es una función con- 
tinua. 

Toda función continua en un intervalo cerrado [a, b] es acotada 
en ese intervalo. 

Obsérvese bien cuán importante es la exigencia de que el inter- 
valo sea cerrado, esto es, que los extremos a y b formen parte del 


; E ; : ' 
intervalo. La función 77 que es continua en el intervalo abierto 


(0, 1), no está acotada en él. (Constrúyase la gráfica). 


Toda función continua en un intervalo cerrado [a, b] toma un 
valor menor que todos los otros (mínimo) y uno mayor que to- 
dos los otros (máximo). Este es el enunciado de un célebre teo- 
rema de VWEIERSTRASS. 

Si en un intervalo cerrado [a, b] resultan fía) y f(b) de signo 
opuesto, hay un valor c interior al intervalo en el cual se anula 
la función: f(c) =0. 

Este teorema de BorzaNo constituye el fundamento teórico de 
los métodos de resolución aproximada de ecuaciones, 

Más general aún: 

Una función continua no puede pasar de un valor f(x) 
distinto f(x.) sin pasar por todos los valores intermedios. 
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59) 


0. <= Inf 1 — 2) se obtiene que la función difiera de e? en 


menos de e. 


En la misma forma se hace la demostración para cualquier valor 
x= a y también para cualquier exponencial de base positiva. 

La función logarítmica y = In x es la inversa de la función ex- 
ponencial, como ya hemos dicho. Siendo ésta una función cre- 
ciente, también debe serlo la inversa, Además, de acuerdo a la 
definición de continuidad, ambas funciones deben ser continuas. 
(Obsérvese la representación: gráfica de la pág. 64 y aplíquese 
la definición de continuidad). 

En general, toda función creciente (o decreciente) que tiene una 


función inversa en un intervalo (a, b) es continua en ese intervalo, 
así como la función inversa lo es en el intervalo [f(a), f(b)1. 


TEOREMAS GENERALES SOBRE LA CONTINUIDAD: Enunciaremos al- 


gunos teoremas fundamentales sobre continuidad: 


I) Toda función continua de una función continua es una función 


11) 


TIT) 


IV) 


continua. Así, por la continuidad de la función exponencial y 
de la función sinusoidal resulta que e**”* es una función con- 
tinua. 


Toda función continua en un intervalo cerrado [a, b] es acotada 
en ese intervalo. 

Obsérvese bien cuán importante es la exigencia de que el inter- 
valo sea cerrado, esto es, que los extremos a y hb formen parte del 


A | : 
intervalo. La función =» que es continua en el intervalo abierto 
x 


(0, 1). no está acotada en él. (Constrúyase la gráfica) 


Toda función continua en un intervalo cerrado [a, b] toma un 
valor menor que todos los otros (minimo) y uno mayor que to- 
dos los otros (máximo). Este es el enunciado de un célebre teo- 
rema de VWEIERSTRASS. 

Si en un intervalo cerrado [a, b] resultan fía) y f(b) de signo 
opuesto, hay un valor c interior al intervalo en el cual se anula 
la función: f(c) = 0. 

Este teorema de Borzawo constituye el fundamento teórico de 
los métodos de resolución aproximada de ecuaciones, 

Más general aún: 


V) Una función continua no puede pasar de un valor f(x,) 


distinto f(x.) sin pasar por todos los valores intermedios. 
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Una FUNCIÓN SIN LÍMITE: Si bien todas las funciones que estu- 
diaremos y que interesan en las aplicaciones prácticas tienen límite, 
es útil considerar algún ejemplo de función que en uno o varios de 
sus puntos carezca de él. a fin de destacar mejor cuáles son las condi- 
ciones que deben cumplirse para la existencia de un límite. 


Sea f(x) = sen * para todos los valores de x+ 0; se trata de 


determinar el lím f(x) cuando x> 0, 

Tratemos de hacer el diagrama de esta función. Por lo pronto, 
por tratarse de un seno, los valores de f(x) están todos comprendidos 
entre + 1y-— 1, 


a o a a =— e e a a A o e e e a a e 


T 
= —/, J ] Ú 7 


Fic. V-15. 


A 


Para z= nx, es decir, para x= z, la función se anula; esto 
% 3 
es, en los puntos x = 1; > PR es fíx) =0. 
Para == Zión + 1)x, es decir, para x = 2: (4n + 1), la fun- 
Y 
; Eos 6 2 2 Y 
ción alcanza el valor 1. Por consiguiente, si z = 2; RBA 


es f(x) =1. 


, 2.2.2 2 
Anál nt A o =-—Í, 
nálogamente, para x FA 43 es f(x) 
Con estos valores fundamentales ya se puede trazar el diagra- 
ma, Además, la función es impar f(— x) = — f(x). 


¿Qué sucederá en el entorno del punto x= 0? Evidentemente, 
habrá ¡infinitas ondas y los valores de la función no tienden a nin- 
gún valor cuando x=>0, 
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O A a 


Gráficamente, no es posible encerrar la función en el entorno 
de x=0, entre 2 rectas y =L+e, y =L-—e, para ningún va- 
lor de L. 


Esta función es discontinua en el punto x= 0, y esta disconti- 
nuidad no es evitable, es esencial. 


EJERCICIOS: 
1. En la función recién definida, ¿para qué valores de x resulta f(x) = 5% 


¿y fix) = Ls 


R: Para los infinitos valores z = 6 : (1 + 12k); x = 6: (5 + 124); 
1=3: (1+6k); 1=3: (2+6k), con K=0, 1, 2, . 


2. Dibujar la función f(x) = x sen =. ¿Tiene esta función límite cuando x —> 0? 


R: Si, el límite existe y es 0. [Basta ver que 'lf(x)| < |x!]. 
[Compárese el dibujo obtenido con la figura 4 del Capítulo XII]. 


Ss e T € no. 
3. Dibujar la función f(x) = 1? sen 2 Calcúlese su límite cuando x —> 0. 


R: 0. 
[Obsérvese para hacer el diagrama que f(x) está comprendida entre las 
parábolas y, = + 12; y, = — 12]. 


8. LIMITE DE SUCESIONES 


DerIiNICcIÓN: Dar una sucesión 4a,| es dar una ley que permita 
asignar un valor determinado a, para cada valor natural del índice n. 


EJEMPLOS: 
, 1 + E 1 
1%) e es deb td; 3 3' FE ATEN - 


e n—1 193 
qe Si Cn Mo 44, + =0; lós 3 P 


> > 


E o E 
5 


A y» 
n 


: da ñ 
39) Si C, =( 1 +1) es 14,.+=2; 2,25; O A 
, 5 3 Z, 
$ 2 $e ' id 
2,37; 24... 
17) 
4%) Si 4,9 =4,n + Gp,1) con 4,=0;0,=1, " 
resulta la sucesión de Fibonacci: 
Ga =05 13 15 E TO 
5%) En espectroscopia aparece la sucesión 
de Balmer: 


| 
E 


. Fic. V-16. 


Dos representaciones gráficas de la 
sucesión a, = (n—1):n. 


siendo R= 3,290 X 1015 seg-1 la cons- 
tante de Rydberg. 
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Las sucesiones son funciones 4, = f(n) donde la variable inde- 
pendiente toma sólo valores naturales. Se puede representar sea so- 
bre una recta (fig. 164) o en un gráfico cartesiano (fig. 16 b). 

En este último caso conviene unir con segmentos rectilíneos los 
puntos (n, d,) representativos de los valores de la sucesión. 

Sucesión DE FiBONACCI Y SECCIONES ÁUREAS: Dado un segmento AB de 


longitud 1 se dice que un punto M lo divide en media y extrema razón si se 
verifica la relación 


¿ AB _4M. 
A, de M B AM" MB" 
Fic. V-17. 


Al segmento AM de longitud x se lo denomina sección durea del segmento 
dado. En base a la relación anterior es 12=1(l— x), y resuelta esta ecuación 
de 2* grado se obtiene 


=%4l(V-1),  rm=-—%l(V5+1). 
El valor x, determina un punto interior al segmento AB y el valor x¿ un punto 
exterior, Los valores 


4(1—1)=8, M(V5+1)=>$, 

son recíprocos entre sí como se ve efectuando su producto. Además es $' + 1=p. 

Si ahora se parte de 2 segmentos a y b, de modo que la longitud del primero 
sea la sección áurea del segundo, y se construye la correspondiente sucesión de 
Fibonacci (ver pág. 15) 

az b;a+b; a+ 2b; 2a+3b; ..., 

se verifica que cada término es la sección áurea del siguiente. 

Así, si z 


1 
a:b=3(V5—1) es b: art: (Gr): jr+0 
y racionalizando esta expresión resulta 


b: (a+ b)=5VWB-1). 


sd 1 
En general, como es €, + 4,,1 = G,,9 y se verifica 2, : Qp.7 e — 1), resulta 


RR 
OR AS RECAE O (E + 1 Ea : = 8 — 1). 


Utilizando estas propiedades de la sucesión de Fibonacci, Le Corbusier ha 
construido dos series de números (serie roja y serie azul), que aproximadamente 
son secciones áureas consecutivas, y con consideraciones harto discutibles pretende 
que ellas constituyen medidas “nacidas de las dimensiones humanas” 

Tanto la sucesión de Fibonacci como la sección áurea aparecen en las más 
diversas cuestiones geométricas y biológicas. El investigador inglés D'Ancy W. 
Thomson se refiere a ellas en un libro extraordinario On Growth and Form, 
Cambridge University Press (2” edición, 1942), 

Verifíquese que la expresión del término general de la sucesión de Fibonacci 
que empieza con los números 0, 1 
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ar ¿[lea (39) 
ES 2 dá 2 


Límite DE UNA SUCESIÓN: Se dice que el límite de una suce- 
sión a, tiende a un valor A cuando rn tiende a infinito: 


lim a, = A, 

n-—00 
si la diferencia A — a, puede hacerse, en valor absoluto, tan pequeña 
como se quiere, 


1 
= = puede hacerse menor que 
n 


Asi resulta lim 2 0, pues Eo 0 
nx mn n 


e ; , 1 
un valor arbitrario e sin más que tomar n >=: 
E 


n—i1 


= 1, pues 


=> 1 
Análogamente, lím de 1 ==— puede ha- 
n—>00 n n 


n 
cerse arbitrariamente pequeño. 

Si los valores que puede tomar la sucesión son mayores que cual- 
quier número, en valor absoluto, se dice que la sucesión tiende a 
infinito: 

A O IN 

Más precisamente, la sucesión anterior tiende a + «o, mientras 

que la sucesión 
A E e: A A A 

Una sucesión está acotada si todos sus términos son menores, 
en valor absoluto, que un número fijo o cota C. 

Si una sucesión está acotada, sus puntos representativos están 
dentro del segmento (— C; + C). 

Una sucesión es monótona creciente cuando An < Ansi y monó- 
tona decreciente cuando An => Uns. 

Admitiremos, sin demostración, el siguiente principio funda- 
mental: 

I) Toda sucesión acotada monótona creciente tiene un límite fini- 

to inferior o igual a la cota. 
TI) Toda sucesión acotada monótona decreciente tiene un límite fi- 

nito superior o igual a la cota. 


n 
EL Número e: La sucesión an = 1 $) permite definir el 
número e, de importancia principalísima en matemática. 
Demostraremos: 


1? Que la sucesión <a,| es monótona creciente. 
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2% Que esta sucesión está acotada. 
En efecto, aplicando la fórmula del binomio de Newton resulta 


a A ¡se y n(n—1)(n=2) 1 
= (1+ ) AAA 3! ni 


O 
n n” 2! 


Hal A + (1 
3! n n! n n n 


y puesto que todos los paréntesis son positivos, resulta 44, monótona 
creciente. Además, como los paréntesis de la expresión anterior son 
todos inferiores a 1, se tiene 


1 1 1 A 
a < 1 +1 ++ Ego FG <S1+1ir37+3 + 
1 1 
UU 


pues n! > 21 para n>2. La última expresión, a partir del segun- 
, e ..* , . , 1 

do término. es una progresión geométrica de razón , - Por ello 

resulta 


1 
=> 1 1 
A — e ME de le 
4 <1+ 7 1+2(1 E)" $4 
3 


Por grande que sea n esta expresión es siempre menor que 3, con 
lo cual queda demostrada la acotación. 

Aplicando el principio fundamental, que afirma que toda suce- 
sión monótonamente creciente y acotada tiene un límite finito (*), 
resultará que (a,) tiene un límite 2.7182... que se designa univer- 


salmente con la letra e: 
1 n 
e = lim ( 4 7) 
n-»2%0 n 
GENERALIZACIÓN: 


Si en lugar de la sucesión a, consideramos la función 


1 z 
1 + ro: , 
XI 
siendo x un número real cualquiera, demostraremos que también es e su 


limite cuando z—> 0, 


(*) Véanse los “Complementos teóricos” que integran esta edición. 
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FP 5 5 5 5 As 


Limitémonos al caso en que x toma sólo valores positivos y tiende, por con- 
siguiente, a + 0%, 

Sean 1;, Lo, ++.) Tp» -.. una sucesión de valores reales que tiende a + %, 
Cada uno de estos valores está comprendido entre 2 números naturales con- 


0 lud 1 
secutivos: m< 1, <m-+ 1, y, por consiguiente, es: m > Z, m+l 


Sumando 1 a los tres términos y elevando a la potencia indicada, resulta 


1 | m1 EME 1 m 
(1+3) > +2) > el , 


que se puede escribir 


1 7 1 1% 1 m+1 1 
(Y lea)> (02) (eh) (12) 


Puesto que con n también tienden a 0%, m y x,, resulta, de acuerdo a la 
definición de e, 


lí 1 m h 1 m+41 
$2 FA Es ra a 


lim 1 = lí e = 
melo) uefa) 


y como 


se tendrá 


se tendrá, para 1 —> 0%, que 1 —>0, y la definición de e se podrá escribir 

A 

e=lím (1 + £)1. 
10 


EJERCICIOS: 
L>- 


> ; ae 
1. Demuéstrese que lim (s +- ] == 
00 I : 


(Obsérvese que debe ser x < — 1 y considérese una sucesión de números 
enteros y negativos). 


Verificar los siguientes límites: 


NS y ¿O ; 1 |3n 

2 li - =e1 3 o (14 ) =e3 
3 Ñ 4|n 

+ lim(1+h)=e8. 5: a 14) met 


126 
3 
8. lim(l —21r):=e%, 
I-.1) 


n 
10. lim (1 +mx)Ji= em». 
Lit 


, 1 » 
12. Iml1+=X)] =1. 
IA n- 


14. Verificar 


li 1 ”n+1 
As ( +2) 


Verificar los límites: 


15. a) 
IAN ER Ó 


n=00 
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, xq Y" 


: a 
11. Jim, (1+%) —eiv. 


. 1Ain 
e a  < 


ml) Multi 
e a A id 


9. ASINTOTAS DE CURVAS PLANAS 


En las funciones homográficas y = 


ax+b 


——— hemos visto que 
cx +d qe 


a ; ; 
cuando 1 —= — a (valor obtenido resolviendo la ecuación cx + d = 0), 


y» 00, 


Fic. V-18. —Funciun homográfica. 


función homográfica por x resulta y = 


; d 
Si trazamos la recta x = — = 


(que es una paralela al eje de 
las y), se ve en la figura que las 
distancias AB, A'B'”, y ED, 
C*D”, ..., de puntos de la curva 
a la recta son cada vez menores. 


Se dice que la recta x = — > 


es una asintota vertical. 
Por otra parte, dividiendo el 
numerador y el denominador de la 
a+ E 
x a 
* Cuando > 0, LIS 


c+- 
Xx 


a , . ] : 
La recta y =— es una asintota horizontal, pues las distancias EF, 
G 


<< GH OGHER, 


(en la figura). de los puntos de la curva 
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' a 
a la recta horizontal y = ¿ Son cada vez menores a medida que las 


abscisas tienden a + w 0 — 0%. 


En ciertas curvas hay otras rectas que tienen la propiedad de 
que sus puntos disten de la curva un valor que tiende a O cuando 
la abscisa crece infinitamente, 


+1 


Tal es el caso para y = pa Hay una asintota vertical x = 1. 


En cambio, si > %, y >w y, por consiguiente, no hay asintota 
horizontal. Pero si se efectúa la división 


a +1 2 
Fura Ad AA 
se ve que entre las ordenadas de 
la curva dada y las ordenadas 


de la recta 


y=x+1 


existe una diferencia que 


e 1 
tiende a O cuando 1 > ou. Se dice 


ue la recta y=x+1Í n 
aa mod ve y e UNA o. 1:10, —Guéfico de la Tipilbo: 
asintota de la curva. la y= (124 1): (x-—1). 


En general, se dice que una recta mx + bes una asíntota de la 
curva y = f(x) si la diferencia f(x) — (mx + b) tiende a cero cuan- 
do 1> 0, 

Para hallar el valor de m basta dividir la función f(x) por x y 
calcular el límite del cociente para > oo, pues de 

[E 20 


7 dl 


T=0 Xx T=>00 X X 


resulta m = lím 4), dado que A O cuando 1 > 0. 
E x 


Calculado así el valor de m se calcula el valor de b en virtud 
de la relación lím [f(z) — m1 -— b] =0, 


EJEMPLO: 


Calcular la asintota de la curva => 


a? 


y 
Como es == Ea = $ mes 
o es Pei Pr 1. resulta m = 1, La asintota será y=x+b 
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ad 
a 4+»M= E, 3 — b tiende a 
cuando 1-—>% si b=0. La asintota es, por consiguiente, la recta y = 


y la diferencia de ordenadas 


EJERCICIOS: 


1. Verificar que la única asíntota de la curva y = es la recta y=32 


a—i1 

3x2 + 1 

a—3+1 
x 


2. Verificar que las asintotas de la curva y = son las rectas x= 0; 


Y=P= IL 
3. Verificar que las asíntotas de la cónica 
312 — 4xy + y2-—2r4+2%r-—1=0 
son las rectas y = x; y = 31 — 2. 
Solución: Se puede proceder de 2 maneras: 
1* Buscando las direcciones asintóticas, es decir, determinando el Jim Y =. 
z 
Como es 


y1 
e y —4 (E ) 43-24922-Z=0, resulta 
X 
z 


(EJ +.( )+3=0 si 1->%, pues entonces los 3 últimos térmi- 


nos tienden a 0. De acuerdo a esta ecuación resulta 2 igual a 1 y a 3. 


Las asíntotas serán del tipo y=x+b; y=31x+b'. Los valores b 
y b' se determinan reemplazando en la ecuación dada de la curva y 
estableciendo que deben tener un punto común en el infinito (x—> %). 
Para la primera asintota resulta 312 —4zx (1 +b) + (1 +b)?—2xr+ 
+2(14+b) —1=0. Efectuadas las simplificaciones y dividiendo por 


2 e 
x, es 9 42, Si r—>0, b=0. 
b'2 4 2b'—1 
E 


Para la segunda asintota resulta (2b' +4) + =0. Si 


ESTO. bb ==—Y, 

2% Ordenando la ecuación dada respecto de las potencias de y, resulta 
y2 —2y (27 —1) + 312 — 2r—1=0. 

Considerando esta expresión como una ecuación de 2? grado en y, es 


y=2r=41 $ y(2r— 1)2-— (31% —2r-— 1) =2r-1 + vV(rx—1)2 + 1. 
Cuando x>0%, yY(x— 1)? + 1 se puede sustituir por (x— 1). pues 


la diferencia es infinitésima. (En efecto, si su diferencia es multipli- 
cada y dividida por su conjugada, se ve que tiende a (0 si 1—> %). 
Resultan, por consiguiente, las rectas 
y= (27 -1)+ (x— 1) =317-— 2; 
y=(2x1-1)- (x-1l)=zx. 
Este segundo procedimiento es más directo y es el más indicado para 
hallar las asíntotas de una hipérbola. 


4. Verificar que las asíntotas de la curva 
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22? — 3xy + y? 472 —ty—3=0 
son las rectas y =2x + 1; y =x +3. 


; . 1 

5. Verificar que las asíntotas de la curva y == n son las rectas y = 0; 

ER A O 

e 71? x ' , ; 
6. Verificar que la curva y= AN tiene las asíntotas verticales 

a+2—3 
r=-—J3;x=1 y la asintota horizontal y =7. 
34 1243 


Verificar que la curva y = tiene la única asintota y = l. 


=i 


3? + 2X+1 
(1-a 112-4144 


8. Verificar que las asintotas de la curva y = q son los 
ejes de coordenadas, 
9. Hallar las asíntotas del folio de Descartes 
3 + y3— 3axy. 
Solución: Dividiendo por x3 resulta E=- l+ 3% El segundo miem- 


3 
bro tiende a — 1 cuando z—>%, Luego, (2) >3— 1 cuando r>% y, 
z 


por consiguiente, > — 1. 


La única asintota debe ser entonces del 
tipo y=—x+b. Reemplazando en la 
ecuación de la curva, simplificando y di- 
vidiendo por x2?, resulta 


3b (1 + a) Er 


x xl 


3 (b+ a) — =2 

Para 1 > 0% la igualdad se satisface (es 
decir, hay intersección entre la curva y 
la recta) si b= — a. Por consiguiente, la 
ecuación de la asíntota es y =—1—M. 


La figura 20 representa el folio de Des- 
Fic. V-20, cartes para a=1. 


10. Verificar que la asíntota de y? = x? (2a— 1) es y = —2+30 


(Procédase como en el ejercicio anterior). 


11. Mostrar que la curva (2 +1) y? = (y + 2) 22 tiene las asíntotas x + 1 = 0; 
y+2=0;y=zx+1. 


1. PENDIENTES E INCREMENTOS 


Hemos visto que la representación gráfica de la función 
y = mx + b en un sistema de ejes cartesianos es una recta, 


m=0 
Fic. VI-1. 


Si además el sistema cartesiano es ortogonal y se ha adoptado 
la misma unidad en ambos ejes coordenados, el parámetro m mide 
la pendiente de la recta, es decir, la tangente trigonométrica del án- 
gulo a (inclinación) que la recta forma con el semieje positivo de las z. 

Cuando del valor xo pasamos a un valor x; decimos que esta 
variable ha experimentado un incremento Ax (se lee “delta 1”): 

Ax = 11 — Zo. 

Correspondientemente, la ordenada ha pasado del valor yy al va- 

lor y, y el incremento Ay es 


== 

Es fácil mostrar que a un incremento Áx positivo corresponde 
un incremento Ay, que es positivo si es m positivo y negativo si éste 
es el signo de m. En efecto, por ser 

Ay = Y, — Yo = [mx + b) — (mxo +.b) = m(x1 — xo) = mAx 

resulta que el signo de Ay es igual o distinto que el de Ax. según 
que sea m > 00 m<O0, tal como lo muestran las figuras. 

Lo característico de la función lineal (es decir, de las rectas) es 


0 Ay , á 
que la relación incremental Ar e constantemente igual a la pendien- 
te m. cualquiera sea el punto z. 

Esto no ocurre con las otras funciones. Veamos, por ejemplo. lo 


que sucede con la función cuadrática y = 17, 
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e 5... 


Con las notaciones anteriores resulta 
2 
y e E f 


¿PAY = Yi Yo A A (21 — 20) (21 +20) = (x1 + 20) Ar. 
Yu — Xo | 


: : Ay 
El cociente incremental a = 


Y, 


= x, + Xo = 2x0 + Ax es variable y 
crece a medida que aumenta Zo. 
Como se ve en la figura, este 
cociente incremental, en el intervalo 
(%o, 11), es igual a la pendiente de 
la recta que une los puntos corres- 
pondientes de la curva representati- 
va de la función y = f(x). 
Consideremos en particular el 
punto xy = 1. Calculemos para di- Fic. VI-2, 
versos valores Ax los correspondien- 
tes valores Ay y los cocientes incrementales. 
De acuerdo a los resultados anteriores se obtiene, con Ty = 1: 


Ax 1.05 01 005 0.01 0.001 
15 11 105 101 1,001 
1,25 021 0,1025 0,0201 0.002001 


2,01 2,001 = 2 


2. LIMITE DEL COCIENTE INCREMENTAL 


Siendo la función y = x? continua, a valores Áx cada vez más 
pequeños corresponden valores cada vez más pequeños de Ay. Esto 


significa que el cociente É tiende a tomar la forma indeterminada 


0 , son 
m7] cuando Ax tiende a cero. Pero a pesar de ello el límite de este 


cociente es un número perfectamente determinado. 
En el caso concreto antes analizado: y = 1%; 11) = 1. parece re- 
sieiá A 
sultar de la tabla de valores que el límite del cociente = es 2, 
TI 
Asi es en efecto; como para y = 2? ha resultado que el cociente 


: , A 
incremental a partir de un valor xp es =Ñ = 2x0 + Ax, se tiene 


e 
a 
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Para la función cuadrática y = x1? el limite del cociente i 
correspondiente a un punto de abscisa xp es el doble del valor 


3. DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO 


Sea y = f(x) una función continua en un intervalo (a, b) y 
x/ un punto interior a este intervalo. El punto P correspondiente 
la curva tiene una ordenada yo. 


y 


Fic. VIE3. 


¿Cómo medir la pendiente de la curva en P? Daremos a xy UM 
incremento Ax, obteniendo asi un punto x,, al cual corresponde en 
la curva el punto Q de ordenada y. La ordenada ha variado, pues 
del valor yo ha pasado a otro valor y,, que puede ser mayor (como 
en el caso de la figura), menor o igual a yo. El incremento de la 


e . . Á PS 
función es Ay = y, — Yo y la relación incremental Lo: MP 
Ax Ly — 3 


mide la pendiente de la recta PQ, es decir, es igual a la tangente del 
ángulo a, que forma la secante PQ con el semieje positivo de las x. 

Intuitivamente se comprende que esta pendiente no puede con- 
siderarse como la pendiente de la curva en P, pues si en lugar del 
incremento Áx considerado se toma otro menor, resultará una pen- 
diente distinta (en el caso de la figura resultará una pendiente mayor). 

Por definición, llamaremos derivada de una función y = fíx) o 
pendiente de la curva correspondiente en un punto P(xo, yo) al li- 


mite del cociente incremental Y cuando Ax => 0. 
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Cuando Ax=> 0 el punto Q tiende al punto P y la posición lí- 
mite de la recta secante PQ es la recta tangente PT, que forma con 
el semieje positivo de las x un ángulo q. 


y 


Fic. VIA. 


Este ángulo q, límite de los ángulos a que forman las diversas 
secantes PQ cuando Ax > 0, es la inclinación de la curva en el punto 
P. y la tangente del ángulo q es la pendiente de la curva en ese punto. 


La derivada se escribe con distintas notaciones: 
pr ; , dy 
PDF ELOY Di); DICO qe? 


También se designa el incremento Ax con la letra h y el incremento Ay 
con la letra k. Resulta entonces 


a a h=0 h 


En física, en general, la variable es el tiempo, que se representa con la 
letra t. Si el espacio es s(t), la derivada del espacio con respecto al tiempo 


A 
lim se escribe $(£). 


10 Ag 


Esta es la notación que utilizó Newrow (1642-1727), uno de los creadores 
del cálculo infinitesimal, en sus célebres Principia. Para Newron una curva estaba 
descripta por el movimiento de un punto que fluye y el cociente incremental era 
para él “el cociente entre el momento de la fluente y un tiempo infinitamente 
pequeño”. Por su parte Leimniz (1646-1716), que creó simultánea e indepen- 


dientemente el cálculo infinitesimal, utilizó la notación A que actualmente usamos. 
T 
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A partir de entonces y por obra especialmente de los BenwoviLi1 y de Eur 
el cálculo alcanzó un desarrollo prodigioso. Su conjunción con el método 
mental de GaLizeo, ha constituido el fundamento de la fisicomatemática 


Para conocer la evolución histórica del cálculo infinitesimal recomendar os 
la lectura del capítulo correspondiente de J. Rey Pastor y J. Banin1: Historia de | 
Matemática, Espasa-Calpe, 1951. 


Los problemas filosóficos vinculados a estas cuestiones están ampliamente 
tratados en Leow Brunscnvico: Las etapas de la filosofia matemática (Trad. de 
Cora fiatto de Sadosky. Lautaro, 1945). 


DerIivaBILIDAD Y CONTINUIDAD: 


, . , A 
Hagamos notar, además, que siendo lim -E -— y' se puede es- 


It) Az 
cribir (pág. 102) = y! + e, siendo e un infinitésimo, o, lo que 


es lo mismo, Ay = y'Ax + gAr. 


Por consiguiente, si Áx=>0, Ay > 0, es decir, si una función es 
derivable, es continua. La proposición recíproca no es cierta: hay 
funciones continuas que no son derivables, o, en términos geométri- 


cos. hay curvas que no tienen tangente, como se verá más adelante 
(pág. 167, ej. 10). 


El lector podrá verificar fácilmente que la función continua f(x) = |x| que 
se ha estudiado en la página 33 no tiene derivada en el origen. 


TÉcNICA DE LA DERIVACIÓN: Obsérvese cuál ha de ser la técnica 
para calcular la derivada de una función en un punto to: 
1. Dar a la variable x un incremento (positivo o negativo) Az, 
a partir de xp, con lo que se obtiene 21 = xo + Áx. 
2. Calcular el valor y, correspondiente a 25. 
Calcular el incremento Ay = y, — Yo. 


4. Formar el cociente incremental. En esta expresión tratar. 
de eliminar todos aquellos factores que hacen que el cociente 
tienda a tomar la forma 0 :0, 


Pd 


5. Calcular el limite del cociente incremental na cuando Ax => 0. 


EJEMPLOS: 
1%) Sea calcular la derivada de y = ax? en el punto de abscisa xq, es decir, en 


un punto cuyas coordenadas son (xp; ar; ). 


1. A la variable x le damos un incremento Ax, es decir, consideramos un 
punto 1, = Xq + Az. 


to 


Calculamos el valor correspondiente a este punto x,: y, =a(x, + An)?. 


3. Calculamos el incremento Ay = y, — yy =4(2p) + Ax)? — ar =a(x + 
o 


+ 2xyAr + Ar: az; = 2axyAx + a(Az)?, 


DERIVADA 135 


Ay _ 2ax¿Azx + a(Arx)? 


4. Formamos el cociente incremental ás pe y simplifica- 


. A 
mos el factor Ax (si Ax 4 0), con lo que resulta Y 2ax¿ + aAz. 


Ax 
5. Calculamos la derivada y”, es decir, el límite de este cociente incremen- 
tal. cuando Ax > 0: 


nscmos A E 
Y sa = im, (2ax, + aAx) = 2axy 


Por consiguiente, la derivada de la función y = ax? en el punto de abs- 
cisa xy es igual a 2axy. 


2%) Calcular la derivada de y=* en el punto de abscisa 1 40. 


1. Sea 2, = zq + Az. 

4 4 

1  (+Ax) 
3. El incremento experimentado por la” función es 


2. El valor de la función en x, es yy = 


2. 2 4 4 lzx—(zo+Ax)]_ —+Az 
"TATI AD A Cr HAZ 


y ; A —4 
4, El cociente incremental es E A AA 
Az x5 + 2yAz 


5. La derivada y” es el limite de este cociente incremental: 


A 4 
A lim Eo e — —: 
0 Ax x- 
m) 
En particular, para xy =1 es Yp= —4 


Repitiendo los mismos pasos de este cálculo se demuestra que la derivada 


de A => E 
IE 


EJERCICIOS: 
1. Demostrar que la derivada de y = ax? en el punto de abscisa x,, es y" = 3axí. 


2. Demostrar que la derivada de la función r=5 en el punto de abscisa 
1, 0 es — 2c: 1, 

3 Demostrar que la derivada de y = ax? + bx + ec en el punto de abscisa xy 
es y' = 2ax, + b. 


1. ECUACION DE LA RECTA TANGENTE Y DE LA RECTA NORMAL 
Si en la ecuación de la recta que pasa por el punto P(xo, Yo): 

Y — Yo = m(x— Xo), 
sustituimos m por la derivada y, de acuerdo a la interpretación geo- 


métrica de la derivada. se tendrá la ecuación de la recta tangente en 
el punto P: 
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Y — Yo = Yo (1 — Zo). 
La recta normal en P es, por definición, la recta perpendicular 


a la tangente en el punto P y, por consiguiente, su coeficiente angu- 
lar debe ser el valor reciproco cambiado de signo de y. 


La ecuación de la recta normal es 


1 
yO E e PO 0 


Esercicios: 


1. Trazar la recta tangente 1 y la recta normal n a la curva 


1 
Y: = q 


en el punto de abscisa x= 2. 
Siendo y'= 2ax la derivada de y =ax?, resulta 


1 
en este caso y'=>5x, y en el punto P es 


La recta tangente en P(2, 1) tendrá por ecuación 
y—1=1(x-—2), 
es decir. y=x— 1. 


Fic. VI5. 


La recta normal en el mismo punto será 


y=1=-—1(x-9), 
es decir, y=—x +3. 


2. Trazar la recta tangente y la recta normal a la curva 


A 


en el punto P de abscisa x= 1. 

¿ ; 4 
Como ya hemos visto, es y Y E P 
es yy ==% 


La ecuación de la tangente en P resulta 
y—4=-—4(1-1), 
o sea, y=—4r+8. 


La ecuación de la normal será Fic. VI-6. 
1 
: 4 — 4 (z e 19, 
1 15 
O sea, y= qe L => 


3. Demostrar que la recta tangente en el punto P(xp Yy), de la parábola 
y=ex*, 
corta al eje y en el punto R(0; — yg). 


Determinar un procedimiento geométrico para el trazado de la tangente 
a la parábola, 
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PPP 


Solución: Siendo 2ax¿ la pendiente de la recta 9, 
tangente en P, su ecuación resulta 
Y — Yy = 2axy (1 — Xp). 
La intersección con el eje y se obtiene haciendo 
ES: 
Y=Y0— 2axr?=Y0 — 20 =-— Yo 
Tenemos así la regla práctica para trazar la 
tangente en cualquier punto P de esta parábola. 0 
Es suficiente señalar sobre el eje y el punto R 


cuya ordenada sea opuesta a la de P y unir los 
puntos P y R. Fic. VI-7. 
4. Demostrar que la tangente a la curva 
k 
z 
en un punto P(zxp, Yp) se obtiene uniendo el 
punto P con el punto R(2x¿, 0). 
Solución: La pendiente m de la recta tangente 
es la derivada de la función en dicho punto: 


y= 


La ecuación de la tangente en P será 


Fic. VIS. Il! — == 2 — Xp). 
0 
La intersección R con el eje de las x se obtiene haciendo y =0: 
e Yo 
— X= — q (a — 20), 
0 


O Sea, Tp = 2%. 
Demuéstrese análogamente que es OS = 2y,. 


5. FUNCION DERIVADA, DERIVACION GRAFICA 


Hemos calculado la derivada en un punto de abscisa to y hemos 
obtenido un número que mide la pendiente de la curva en ese punto. 
Así, para y = az? hemos obtenido y'(xp) = 2axo, entendiendo con 


Y 
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la notación y'(xo) el valor de la derivada de la función y en el 
punto x= Zo. 

Considerando xy variable se tiene la función y* = 2ax, derivada 
de la función y = ax?. 

Veamos cómo podemos obtener en forma aproximada, gráfica- 
mente. la función derivada de y = f(x) cuyo diagrama es una curva C, 

La derivada para x = a es la pendiente de la curva en el punto 
A, esto es, la pendiente de la recta tangente A7', que forma el ángulo 
p con el semieje positivo de las x: tg y = y'(a). Por el punto P 
(polo) de abscisa — 1 trazamos una paralela a AT' que corta al eje 
de las y en un punto £. Evidentemente, es LO = tg q (puesto que 
es PO = 1) y, por consiguiente, LO = y*(a). Trazando por L una 
paralela al eje de las abscisas se obtiene sobre la ordenada Aa un 
punto A”, cuyas coordenadas son x= a, y = y'(a). A' es un punto 
de la curva derivada. En la misma forma se procede con los otros 
puntos: M. N.R. B. En la figura 9 se ha dibujado sólo la construcción 
correspondiente a los puntos A y N. 


F.5ERCICIOS: 
1. Dibujar la curva 
1 
==18 
des: 
en el intervalo (—2, +2). Efectuar la derivación gráfica 
que aproximadamente resulta la curva y = x7?, 
2. Dibujar la función 
y=Inzx 
; . 1 
y verificar que la derivación gráfica da aproximadamente la curva y => 


3. Verificar que la derivación gráfica de la función 
y = sen x 
da aproximadamente la función y = cos zx. 


6. CALCULO DE DERIVADAS 


Como veremos en el desarrollo del libro, las derivadas se calcu- 
lan en base a una serie de reglas fáciles de recordar. Aplicando la 
técnica empleada en los ejemplos deduciremos estas reglas. 


1) La derivada de una constante es nula. 
Si es y=C, resulta Ay =0 cual- 
quiera sea Ax. Por lo tanto, el cociente 
lA] Ay: Ax=0, y su límite también es 0. 
Gráficamente, este resultado confirma el 
hecho evidente de que, siendo la tangente 
a la recta y = C ella misma, el ángulo q 
0 que forma con el semieje positivo de las x 
Fic. VE-10. es nulo y, por consiguiente, y” = tg q = 0. 
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ID) La derivada de la variable independiente es la unidad. 


Es decir, si es y = x, resulta y” = 1. En efecto, por ser y =x 


es ÁY=Y1— Yo = 21 — Xu = Ax; el 
cociente incremental Ay: Áx es cons- 
tantemente igual a la unidad, por lo 
cual y”, que es su límite. también 
es 1. 

Gráficamente, este resultado es 
evidente, pues la tangente a la recta 
y = x es la misma bisectriz del pri- 
mer y tercer cuadrante, que forma 
con el semieje positivo de las x un 
angulo constante (qq = 45”. Por ello 
y = tg 45" = 


9, 


S 


y A 
SJ] 
3 


Sapo 


Fic. VI-11. 


IM) La derivada de y = x" (con n entero y positivo) es y! = nx, 


He aquí los pasos a seguir: 
l. Consideramos x, = Xy + Áx. 


2. Calculamos el valor y, = 2% 


3. Calculamos el incremento Ay = y, — Yu = 2 — xf. Como 


esta diferencia es divisible por (1, — 20) (pág. 48), se pue- 


de escribir 


e e E a e 


4. Formamos el cociente incremental, recordando que es Ax = 


— Xi — Lo, 


Ay 
Áx 


= «qn-1 n-2 n—3 y2 ac 
A e EST 0 PR z 


5. Cuando Ázx—=> 0, 11 > Lo, y, como hay n sumandos, la deri- 


vada resulta 


'=im —=n2% 
Y Ar—=U Ax 9 y 


Si xo es cualquiera, se trata de la función derivada. 

Hagamos notar que esta regla contiene, como caso particular, 
a 1), como se ve haciendo n = 1. Además, si es n = 2, resulta 
y! = 2r, resultado también hallado anteriormente. 


JIIS) La derivada de y = E es y! = 


PP. par . 


Esto significa que la regla III) vale aún si n es entero cualquiera. 


pues se podrá escribir, entonces. y = 


En efecto, es 


e y! = — nom. 
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Ay_ A) 10) 1 


Ax E Xi — Xo man 
Cuando 21 > to, de acuerdo a 111) el primer factor tiende a nxy* 
y el segundo a x5”". Por consiguiente, resulta 


y' An a Ay a...” nan ñ ze == — O) 
420 Ay 
a 1 
IV) La derivada de y = ,!= . 
) ri. ey =wVix es y 2% 


Procedemos de acuerdo a lo indicado: 
1. Consideremos el valor x, = xo + Az. 


2. Calculemos el valor y, = yzo + Ax. 
3. Calculemos el incremento de la función Ay = y, — Yo = 


—= VW L0 + ÁAxr— V Lo. 


Para facilitar el cuarto paso multiplicamos y dividimos la 


expresión anterior por su conjugada: Yo + Ax + VZo, con 
lo que resulta 


V (xo + Ax)?— VY (xo)? NN To + Ax Zo =a Ax : 
Vio + Ax + Yzo Y To + Áx+ V To V Io + Axr+ Yzo 
4. El cociente incremental resulta, entonces, 
E: A: 
Ax V To + Az + Y Lo 
5. La derivada es el límite de este cociente incremental 
” =lím eE, = E, AA 
2050 Ag Vio + VXo 2 VZo 


Obsérvese que la expresión formal de la regla III) también 


Ay = 


1 
vale en este caso, pues, de y = Yx = 27 ha resultado” y” = 
ind 
2 Vz 
V) La derivada de una suma algebraica de funciones es igual a la 
suma algebraica de las derivadas de las funciones sumandos. 
En símbolos, si y =u(x) — v(x) + w(x), 
es y' =u'(x) — v'(x) + w'(x). 
En efecto, a un incremento Áx de la variable independiente co- 
rresponden sendos incrementos Aw, Av, Aw, que sumados algebraica- 
mente dan Ay: 


=lz 
2 
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Ay = Au — Av + Aw, 
Dividiendo por Áx y pasando al límite se tiene 
- My Mu o A az MD 
im: = ln << y — E Ep 
A42:>0 Ax Azr=>0 Ax Az2=>0 Ax Az—=0 Ax 
que escrita con la notación anterior es 
y=u —v +uw!. 
VI) La derivada del producto de una constante por una función es 
igual al producto de la constante por la derivada de la función. 


Si y = Kf(x), resulta y” = Kf'(x), pues si a un incremento 
Ax le corresponde un incremento Af(x) de la función f(x), a la fun- 
ción K f(x) le corresponderá el incremento K Af(x). Dividiendo por 
Ax y pasando al límite se tendrá 


A 
= E Ci ja, 
42530 Ay a2=>0 Ax á2>0 Ax 
En base a estos dos últimos teoremas resulta: 
VII) La derivada de una combinación lineal de funciones 
y =Kifi[2) FK2ofalx) +... +Ksfu(t) 
(con Ki, Ko, Kz, ..., Kn, constantes) es 
y = Kofi) FEEL +... + fito). 
En particular, la función derivada de un polinomio de grado n: 
Plz) = ar tati. haa T +45 
, es otro polinomio: 
Pz) =nazr* + (n-—1)ar?+... tias, 
de grado (n — 1). 


VII) La derivada de un producto de dos funciones u(x) «v(x) es 
igual a la derivada de la primer función por la segunda sin 
derivar, más la primer función por la derivada de la segunda. 

En símbolos, si y = u(x)-:v(z), 


es y! =u'(x1) :v(x) + u(x) :v'(x). 


En efecto, al incremento Ax de la variable corresponden los in- 
crementos Au y Av de las funciones. El incremento del producto será 


Ay = (u + Au) (v + Av) —u:v= Au:v+u-:Av + Au: Av, 
y el cociente incremental, 


Ay Lu, Av , Au 
Ax Az PEN E * dl 8 


Siendo las funciones u(x) y v(x) derivables (y, por consiguien- 


“y | 

de y lunciones u(x) :v(x=) es igual 
ada del nurr por el denominador sin derivar, 
cerda del denomunador por al pernerados dividida 


imbolos, si 


_ vAu—udv _ 
— v(v + Av)Ax v? + vAv 


cuando Ax => 0, también Au>0 y Av> 0, y pasando al límite re- 
sulta 


¡; _ Da 
ES 


EJERCICIOS: 


Verificar las siguientes relaciones, donde el símbolo D significa derivada res- 
pecto de la variable correspondiente: 


1. D(218 — 3124 4) = 61 (r— 1). 
9: D(G5r + ha) =1 (12 +1). 
3. D(mti— 2n1%) = 4 (mt? — n). 
Dado y calcular y”, siendo y” la derivada de y respecto de x: 
4. y=zd —:2). R: y'=1-— 2z. 
y = (3x1 +5) (22 — 1). R: y'=12r +7. 


ui 


En las expresiones del segundo miembro efectúense las operaciones indicadas 
y calcúlense las correspondientes derivadas: 


6. y=13x (2 + 522). R: y'=26 + 19532. 
y = (2-1) (x —2) (x: —3). R: y'= 3x2 — 121 + 11. 


8. y=(x—1)(1+1) (1 — 522) (1 + 522). 
R: y'=2x (1 + 5022 — 752%). 


« 


Ri: y'=-— 92:22, 
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18. 


20. 


y=(a— 1) x?. R: y'=—ax?. 
Verificar las siguientes igualdades: 
D(4x — 11) =4 (1 — 23). 
D[(1 — 31)2] =— 6 (1 — 3x1). 
(Desarróllese la potencia). 
D[í(ar + 1) (a+ 21)] =a? + 2ar +1. 
(Efectúese el producto y derivese luego). 
Díxi— 5133 + 81? — 2x1 + 1) = 42? — 151 + 16x—2, 
D(— 4ax? + 6atx? — 3adx + 2a*) = — 3a (22 —a)?. 
D[1 + 227" = 121 (1 + 212)”. 
(Desarróllese la potencia). 
Verificar que la derivada de 
3x +2 7 5 
Mas * Y =lr+32 


Verificar las siguientes derivadas de cocientes: 


1 1 14132 _ 4x 
la (1-— a?) 


D 19. 


ix aA- a 

2243 _ —5 ! Y 

31+2 (3142)? 

Dada la curva 2 

y=3B3—32+1 

hallar: 

a) Inclinación q en el pun- 
to de abscisa 1, = — 0,5. 

b) Inclinación en los pun- 


tos de intersección con 
la recta 1= + 1. 


c) Puntos cuya pendiente 
sea igual a la de la recta 
151 — 4y — 15=0, 


d) Puntos cuya tangente sea 
paralela a la recta y =1. 


e) Puntos cuya tangente sea 
horizontal. 


Solución: 


a) Derivando la función 
dada se tiene 


Fic. VI-12, 
y'=312 —6r=tg80q. [1] A e 


En el punto xy = — 0,5 resulta tg y = = y, por consiguiente, q — 7504”. 
bj) El valor [1] en el punto de intersección con la recta x= +1, 
será tgp =3—6=-— 3, y resulta q — 108* 26". 


c) Llamando m a la pendiente de la recta 15x — 4y — 15=0. es mm = 


e 
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23. 


25, 


26. 


28. 


igualando este valor a la expresión [1] resulta 312 — 6=2, ecua- 


ción de 2* grado que se satisface para 1, =2,5; 12 = — 0,5, 

d) Los puntos cuya tangente sea paralela a la recta y = x deben tener pen- 
diente mx=l, esto es, 312 —6x=1. Las raíces de esta ecuación: 
1, — —0,15; 12 — 2,15, dan las abscisas de los puntos buscados. 


e) La tangente es horizontal en los puntos de pendiente nula, o sea, donde 
y'=0. En este caso, cuando 312 — 6x= 0, es decir, en los puntos de 
abscisa, 1, =0; 19 =2,. 

Determinar la ecuación de la recta tangente a la parábola 

y=e—2r+1 
que forme un ángulo de 135” con el eje z. 


3 
R: q =pArz: 


Ecuación de las rectas tangente 1 y normal n de las siguientes curvas, en los 
puntos indicados: 


: +2 
E poa 12) a o rindas Na 
yr=22—z en zp =1. 24. a en 2 =0 
R: t: 5x— y=4. t: 5x+y=2. 
n: 1+5y=06. n: x—5y=-— 10. 


Hallar el área del triángulo formado por el eje y y las rectas tangente y 
normal de la curva 
y=x32— 2] 
en el punto x= 2. 
R: A= 5u2, 
(Trácese el gráfico; obsérvese que las rectas tangente y normal cortan al 
eje de las y en los puntos — 4 y 1, respectivamente). 
Determinar el punto en que la tangente a la curva 


y=a3 
en el punto (1, 1) la corta de nuevo. 
R: (—2, — 8). 
Determinar en qué puntos de la curva 
y 
a ya 


la tangente tiene una inclinación de 45”. Efectúese la representación gráfica. 


R: En el origen y en los puntos de abscisas + W3 y — V3. 
(Obsérvese que es una función impar y que su derivada es siempre positiva. 
¿Cuál es el valor de la función en los puntos z= + 1; x= — 1?). 
Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes que pueden trazarse desde el 
origen a la curva 

y=-— 4431. 
¿En qué punto la tangente es paralela al eje x? Trácese el gráfico co- 
rrespondiente. 
Solución: La ecuación de todas las rectas que pasan por el origen es y = mx, 
donde m es la pendiente variable. Si la recta es tangente a la curva en el 
punto (Z¿, Yp). su pendiente será 


m=y¿= — 827 +3, 
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y la recta tangente por el origen resulta 

y= (— 8x1o + DL. 
Como esta recta pasa por el punto (Xp Yp), debe verificarse para estas 
coordenadas, es decir, debe ser y, = (— 8xy + 3)xy. Además, como el punto 


pertenece a la curva dada, debe verificarse yy=— 41% + 3x¿— 1. Igua- 
¡ 1 1 
lando los valores yy se obtiene re =3, 9 50,7=*3*3 
Las rectas tangentes son, entonces, 
y= — 1, 
y=1z. 
El punto donde la tangente es horizontal, o sea, de pendiente nula, tiene 
abscisa 5 
29. Ecuación de las rectas tangente ¿ y normal n de la curva 
x—1 
1 


en el punto xy =1. Verificar gráficamente los resultados. 
R: t:x—2y-—1i=0. 
n: 2x2 + y — 20. 
30. Dada la curva 


determinar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a ella en el 

punto (3, — 2). 

R: ti y=x—/5. 

n: y=-—x-+1. 
31. Estudiar las variaciones de signo de la derivada primera de la función 

y=10b —511+5x8-— 1. 

Solución: La derivada 
y” = 5x1 — 2013 + 1522 

puede escribirse también en la siguiente forma: y'= 5x2? (1 — 1) (1— 3), 

con lo que resulta negativa entre 1 y 3, se anula en esos puntos y es posi- 

tiva para los restantes valores. 


X) La derivada del logaritmo neperiano de x es igual al recíproco de z. 
En símbolos, si y =1nx, 


El incremento Ay de la función es igual a la función incremen- 
tada en Ax menos la función sin incrementar: 


Ay =In (2 +42) =Mm2=1m E 2 0E = ln (14%). 


El cociente incremental será, multiplicando y dividiendo por x, 


Ay _ A Ary_x,1 EN de 1 
= 710 (1 +A + E) 
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lc a A NA A AA 


Si hacemos ae = t cuando Ax > 0, también 1 > 0. | Aderruás será 


Consideraremos valores positivos de x, pues sólo para ellos está 
definida la función logarítmica. 


El límite del cociente incremental será 
A 1 z 
lim 2 = lim—- In (1 +1)" 
Tratándose del logaritmo de una función continua, el limote bus- 


cado será el logaritmo del límite, y como es 


1 
o pa 0% 
TI] t>0 


1 
lím (1 +1) = 


de acuerdo a lo visto en página 125, resulta entonces 
z 1 
't=="ne==-: 
di zx 
X') La derivada del logaritmo en base a de x es igual al r Sciproco 
de x multiplicado por el logaritmo en base a del número ¿ 


En efecto, por ser y = log, x = ln x : loga e, y siendo 108. + una 
constante, se tiene. de acuerdo con la regla VI 


y! = D(In z) :loga e =2-loga e 


X”) En particular, la derivada del logaritmo decimal de X €s ¡gual 
al recíproco de x por el logaritmo decimal de €. 
Como es logs e = M = 0.43429..., resulta y” = Ca 

EJERCICIOS: 


1. Verificar que la derivada de la función; 
y=x:»Inzx es y'=1+!Inz. 

Verificar las relaciones: 

Dí(22Inr+3x)=x(2lnr+4 1) +3. 

p? In x —? (1 — Inr) 


19 


iS z a? 
4. Determinar en qué punto es horizontal la tangente a la curva 
In x 
=S R: r=e. 
y pr e 


5. Ecuación de las rectas tangente 1 y normal » de la curva 
y=Inx 
en el punto 1, = €. 


R: t: y=elz. ny=—er4+e +1. 


En símbolos, si Y = sen 1, 
es y” =C0s 1. 


"Gn A «ll 
En efecto, el cociente incremental es e == 


El numerador puede transformarse en un producto de | cuerdo 
fórmulas trigonométricas del apéndice, con lo que o 


y ) 1 
ay Psemgareos (++ 5as A + las) 
Az Az 1 cos de 
¿Mt 


Si ahora se hace tender Ax a 0, el cociente  |sen Z : GA 


tenderá a la unidad, de acuerdo a lo visto anteriormente (pág. 103), 


1 l 
y como cos ie ya tiende a cos x, resulta 


A 
de rá Cos Z. 
>0 Az 


EJERCICIOS: 


1. Demostrar que la derivada de y =senax es y' =acosax. 
(Adáptese la demostración del texto). 


2, Idem de y=A4Asen (ar +b) es y'= kacos (ax + b). 


3. Demostrar que la tangente a la sinusoide y = sen x en el origen de coorde- 
nadas es la bisectriz del primer y tercer cuadrante. 


4. Hallar las ecuaciones de la recta tangente 1 y de la recta normal n de 


: 1 
y=senzx en el punto de abscisa x =3" 


R: hoz—2y4+V3-3n=0. n: 4e +2y — 13 —Z1=0. 
5. Demostrar que el área del triángulo limitado por los ejes coordenados y la 


/ 1 E 
tangente a la curva y =senz en el punto de abscisa Ty =31 es igual a 


(343 — 10)? : 36 = 0,12. 


7. DERIVADA DE FUNCION DE FUNCION 
Si y=f(u) y u= g(x), se dice que y es una función de fun- 


ción de x: 
y = flg(x)]. 

Para calcular la derivada de y respecto de x observemos que a 
un incremento Ax corresponde un incremento Au [de acuerdo a la 
función g(x)] y que a éste corresponde un incremento Ay [de acuer- 
do a la función f(u)]. 
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Siendo y, = lím o lim 28) 


» resulta z= =f'(u) +€, O 


sea, Ay = f'(u)Au + gAu, con e +0 cuando Au > 0, 
Dividiendo por E se tiene 


Pasando al limite ta Ax => E (en cuyo caso e > 0) es 
y'(1) = f'(u) :u'(x). 
EJEMPLOS: 
1%) Si es y = In (sen m), resulta y = lnu =f(u), con u= sen x= g(x). Por ello 


ns ara zx 
e $” TO 


29) Siesy=vV1 +23, es y= Vu=f(u); u=1 +1233= 8(x). 


La regla indica 


Análogamente, si 
y =f(u); u=g(t) y t=h(x), es 
y =f'(u) g'(t) hz). 


EJEMPLO: 
Si es y Mis es y= ti u=lnt=u(t); t=senx=híx). 
yo. Lita e. RN 
mm = sen x 2 VIn sen 1 
EsercIcios: 


1. Derívese la función 


= (243). R y =2 (2-2) 


(Puede procederse por 3 caminos: desarrollando la potencia; tomando el 
producto de 2 factores, o derivando como función de función). 


2. Idem 
By2 


siendo A, B constantes y a la variable. 


a B 
R: 0 =-Pla+2) 


Derivar las siguientes funciones: 
3. y=(1-—x)! R: y'=4(x— 1)2, 


2 2 ,4([(2 
4, e=| 13) (1+3)" E) 


17, 


13. 


19. 


21. 


e 


(240? 
Tr de 


EN 3 
y =ax: (a — 12)? 


20). 


“ob VNa—=1)2 


3 
y'=a2 (2-1) 2 


Jm 


r7 E (m— n)x]. 


a+ 3 
me '=3 (Inar)? 71, 


y =1In Ax” VE Le sb =max7, 


yea Y Mo A 
1-2 == 
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26. Idem de 
y -] 
y= (In > es y' pm Ri ti 
27. Idem de 
; 1 
o = In (9 + Y1 +82) es q= + 
Derivar las siguientes funciones: 
lap 2 et, Qu 28) 
28. A pea Es lag a 
Z A 1 
29. e 35 =UH+1) 
: l—z , 2 
30. dra e E pg 
su. pom, us —É 
V2+1+1 vr +1 


(Téngase en cuenta la regla del logaritmo de un cociente). 


32. Verificar que la derivada de la función 


, a 
y = In y vE= ve Va Ya es y a, 
(Antes de el aplíquense las reglas que permiten calcular el logaritmo 
de raices, cocientes, etc.). 
33. Idem de 
E zx log e 
= log V4 — 22. es y =- 
34. Determinar la pendiente de la curva 
= In (4 — x) 
en los puntos de intersección con los ejes. 
1 
R: m == — 1; a E 


DerivAacióN LOGARÍTMICA: La derivada del logaritmo y la regla 
de derivación de función de función permiten simplificar muchos 
cálculos. 


Asi, si se debe calcular la derivada de 
¡Ea >. L. 
dez 2 +r 
en lugar de aplicar directamente la regla de derivación de función de 
función calculando la derivada de la raíz y luego la del cociente. es 
más conveniente tomar logaritmos neperianos en ambos miembros: 


lay = 5 Dn (1) ln (22 +1), 


y derivando ahora, teniendo presente que y es función de z, resulta: 


y Y al2=1 7 241 


Despejando y” se obtiene la derivada buscada: 


rl — |- 


E E o 2x 3 
Y (DE +0? (2-0r2+D?7 


2x 


ve=1 (+1) 
Este procedimiento permite calcular en forma mucho más sencilla 
derivadas que ya hemos determinado anteriormente. 
a) Si y=x" (n: entero), tomando logaritmos en ambos miembros resulta 
Iny=nmlnx, 


y derivando ambos miembros, teniendo en cuenta que en el primero y 
es función de x y por ello debe ser derivado como función de función, 


queda 
1 a” 1 1 
yr >= ez 
De aqui se obtiene 
n n 
t==»y=--.2"= nm, 
y =7y="=n2 


Esta demostración vale mo sólo para valores enteros de n, 
sino para cualquier exponente « real: 
Si y=x, es y =axr”, 
b) Si y =u(x) -v(z), resulta 
In y = Inu + Inv. 
Derivando ambos miembros es 


1 A LL 
ES E A 
es decir, 
5 E A A A u..”, 
u v u 7 


Análogamente, si es y =u(x)-v(x) - w(x), demuéstrese que es 
y'=u'vw+uv'w+uvw!. 
c) Si y =u(x) :v(x), es 
ln y = In u — Inv, 
y derivando queda 


, ' 


A, 
Pr a Te O APN A OS A 
) =7 2 y 30h dió Y (== e 
XI) La derivada de la función cos z 1 es la función — sen z. 
En símbolos, si y = cos z, 
es y'= — sení. 


159  Sadosky-Guber - ELEMENTOS DE CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


2 
derivación de la función de función se tiene 


1 é 
En efecto, por ser cos x= sen | 31 — ), aplicando la regla de 


2 2 


XHl) La derivada de la función tg x es igual a la unidad dividida 
por el cuadrado del coseno de z. 


En simbolos, si y =1tgx, 


1 
D(cos 1) = D sen (5 y ) = Cos (2—= ) *(— 1) = — senz. 


es y! = = sec? x. 
y cos? zx 
. , % sen I 
En efecto, siendo la tangente igual al cociente e. resulta 
senx  Dísenx)-:cosx — sen x: D(cos 1) 
A A E 
cos Y cos* x 
_ CcosI:cosr—senx:(—senx) 
cos? x 
_ cos? x + sen? x 1 A 
TS LS ROA 
cos* x cos? x 
EJERCICIOS: 
1. Demostrar que la derivada de y =cotgx es y'=— 1 :sen?x— — cosec? r. 
2. Demostrar que la derivada de y=secx es y'—=secx-tgx. 
3. Demostrar que la derivada de y = cosec x es y' = — cosec 1 - cotg 2. 
4. Hallar la derivada de 


2 ie -3m 


donde r es variable independiente y p variable dependiente. 


AS 
. "a 3. 
R: p =3 (7 r). 


5. Verificar que la derivada de 
y =x" (1 — x)”, es y'=11%1 (1 — x)1 [m — (m + m)x]. | 
6. Hallar la derivada de 
y = (x + a)” (x + b)”. 
R: y'= (14 a)" (2 + b)91 [(m+4 mn) x + mb + nal. 
7. Idem de 


y =vV(z +1) (142). 


R: 7 (22 +3) :y. 


8. Idem de 
 Yy1+pz 
== Mi=z 
hata Lo 
(1 — x) v1 — 12 


10. 


11. 


12. 


13. 


14, 


15. 


16. 
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Verificar que la derivada de 


4 
= Y (2r-— 1)? es =— => 

Diciio MEC E 

Ídem de 
3 
y= 4 +32 es y'=8y : (16 — 912), 
4 — 31 
Derivar 
y =2% 
Solución: Tomando logaritmos neperianos en ambos miembros resulta 
Iny=x-+]Inx, 


y derivando respecto de x como variable independiente se tendrá 
SR pata 
y x 


Despejando y” queda 
y =y(nz+1)=x (Inz + 1). 


Derivar 


Derivar 


R: y'= yx [11 + Inz + (In 232]. 


(Interprétese la función x1** en la forma x1(%” y tómense logaritmos nepe- 
rianos en ambos miembros antes de empezar a derivar). 
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17. Verificar que la derivada de la función 
y=xc08 1 


es y' =2xc0s x — 2? sen x. 
18. Idem de 
y=senr:x 
es y'= (xcos x — sen 2) : 12, 
19. Idem de 
y=1:Senzx 
es y' =cosecx (1 — x cotg 1). 
20. Idem de 
y =c0s 2x1 + sen 27 
es y'=2 (cos 2x — sen 21). 
21. Idem de 
y=sen9 (a — 1) 
es y'=—9cos9 (a— 1). 
22. Idem de 
y = cosec mx 
es y'= — mcotg mx » cosec mz, 
23. Derivar 


y =co0s 1 -sen2r, 
R: y'=2c0s 1 (3 cos? x — 2). 
24. Derivada de 
y = sen 1 -senQr. 
R: y" =2 sen x (3 cos? x — 1). 
25. Idem de 


. y = sen nx + cos nz. 
R: y'* = n cos 2nx. 
26. Idem de 
y =sen x (sen x — cos 1). 
R: y' =sen2x — cos 2r, 


27. Idem de 
y =c0s 2x1 +- sen x cos £. 
R: y'=c0s 2x — 2 sen 2x. 
28. Verificar que la derivada de la función 
y=senzt-+tgr+«0sx 
es y'=tg 1 -secz. 
29. Idem de 


1 + sen zx j 2 cos x 
11 Zeuz e Y? = (sami 
30. Idem de 
l —cos zx , 2 sen x 
re l+«cos x ss y "(UE cos m2 
31. Idem de 
._ tg2r 


ii es y' =— 2 sen 2r sec? 2r. 
tg Y 


33. 


35. 


37, 


39. 


41. 


sa 5 e e 


Idem de 
y= 00 (ja+z) es y'=-— sen (3r+2) 
Idem de 
y = cos? x — sen xcosx— 1 
es y'= — sen2x — cos 2r, 
Idem de ds 
= LH _ Pe Sa E, 
'= TE cost E o 
Idem de 
y = cos (2x7 + 1) [cos? (27 + 1) — 3] 
es y'=sen3 (27 + 1). 
Derivada de 
y = cos3 rx, 
R: y'=—sen9x cos. 
Idem de 


y = sen? x cos3 x. 
R: y' =sen x cos? x (2 cos? x — 3 sen? 1). 
Idem de 

y=te zx. 
R: y'=2tg x sec? x. 
Verificar que la derivada de 


_ senz A 
PST es y' =c0s x (3 cos? x — 2). 

Derivada de 

y = sec? x 
R: y'=2s5ec?x-tg x 
Idem de 

loa 

a XT. 

R: y' = cos x, 


Verificar que la derivada de 
1 
y=307-Wx +7 


es y" =tgtz. 
Idem de 
y =—hcotg8z + cotga +2 es y'=cotgtx. 
Derivada de 
y =Vig 2z 


R: y'= sec?2r: y. 
Idem de 
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47. 


49. 


Gr 
Gr 


56. 


yá 


58. 


59, 


Y FA 7 a, 
A 


3 1 
R: y'= — ¿cost z. sen z. 
Idem de 
y =wvVasent x + bcos” z. 
R: y” =3( — b) sen2r : y. 
Idem de 
y = sen” 2r, 
R: y' =2n. sen" 2r. cos 27. 
Idem de 
y = A tg” (28). 
R: y'=23Amnx"1 gu (2) sec? (11), 
Idem de 


y=tgx V3 sec x 
R: y'= 3 secx (secta + qu ) 


Demostrar que la derivada de 
y=tgx1:'Ccotgzx 

es nula. ¿Por qué? 

Verificar que la derivada de 


y = In (cos 1) es y '=—tgz. 
Idem de 
y = ln (tg x) es y' =2 cosec 2x. 
Idem de 
t 
y=Inx-.tgx , es y =Inx0secta + — 
Idem de 
s =1n ycos 2t es s'=—tg2t. 
Idem de 
1 ; 2 
y =x + Incos ($-+) es ES 
Idem de 
= Int ye es y! = — sec í. 
A 
Idem de s 
1 
y = In (1 + yal + 22) os y == —. 
Idem de 
¿ln ie es he a 
ds 1 + cos 2x Y " 
Idem de 
= In sen Vx es y'=500tg VZ-x 2 


60. Idem de 


y=vVÍíntgz es '= cosec Qx : y. 
61. Idem de 
3 1 sl 
y= In sen Vx es y'=cotg Vz-x y 
62. Hallar la derivada de 
y = log, tg? r. 
R: y' =4 log, e - cosec 2x. 
63. Derivar 
Y GRA, 
R: y'=xsenz1 (7cos x-]n x + sen 2). 
64. Derivar 


y =sen x00sz, 
R: y' = sen xc0s2-1 (cos? x — sen? x . In sen 1). 
65. Ecuación de las rectas tangente t y normal n de 


y = C0S.7 
en el punto 1) =31 
AN 2/2y—2— Zn =0. En 22 —Vdy +1 32=0. 


Hallar las ecuaciones de la recta tangente 1 y de la recta normal n a cada 
una de las siguientes curvas en el punto indicado: 


66. y=2sen2r en 2 =51. 


2 
67. y=xf en xq=-—1l. 
R: 66. poy+2=hx 67. t: 22+3y—1=0: 
no 2—y=3% n: 3x—2y+5=0. 


68. Determinar los puntos de la curva 
y=2senzx+ 3 c0s2x, 

en los que la tangente tiene pendiente nula. 

R: x= (2k + 1) 90%; x=9%36' + 360 k; x=170%24' + 360% (k=0, 1, 

2 
XIV) Derivada de las funciones inversas. 

Consideremos una función continua y = f(x) dada en la for- 
ma x= g(y). Es evidente que los incrementos correspondientes 
son inversos, pues si al incremento Ax de x le corresponde el in- 


cremento Ay de y, será 
tes le 


y pasando al límite cuando Ar=>0 [en cuyo caso también Ay>=> 0 
por la continuidad de f(x)] se tendrá 


8'(y) =1: fx). 


ds 
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EJEMPLOS: 


1%) Si y=x?, resulta x= VY: 
y 1 1 1 


XL — ZA AX 
y, 2%: 2vVy 


2%) Si y=Inx, resulta x= el: 


h 1 1 

XI ===>7=1=80 
+ E: 
Xx 


3%) Si y =sen x, es x= arc sen y: 


2 ' 1 1 1 
Pr mm 


y y, cosz vVi-smtz vi-y 


4%) Si y=c0sx, es Tr =arccos y; 
, 1 1 1 1 


xr == —.--___—u=— == == 


Y y, —senz Vl — cos? x Vvi—>32 


5%) Si y=tgx. es x—arctg y: 
e Y 1 , 1 1 


A E RÁ AAA OS E A —_—  AAKÁX< 
vi cost ¿"=1F quí 147 


Resumiendo los ejemplos vistos se obtienen las siguientes reglas 
de derivación: 


Si y=e", es y'=e?. 
Si y = arcsen x,es y* = : = 
1—g 
Si y = arccos x, es A 
Ene V=» 
1 


Si y =arctgx. es =;ER 


XV) Derivada de la función exponencial. 


Si es y = e”, se puede escribir idénticamente y =e*'"" (como 
se comprueba tomando logaritmos neperianos en ambas expresiones) 
y aplicando la regla de derivación de función de función se tiene 

y! =eM9.D(xIna) =e*'"*-Ina=«**Ina. 


Más general. si el exponente es una función u(x), se obtiene, 
para y=a"”, 


y'=04"-na-:u'(x). 


EJERCICIOS: 
Derivar las siguientes funciones: 
l. y=e?. R: y'=e* (1 + 1). 
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2. y=zse” R: y' =e* (1 — 1). 
3. y=zzPe" R: y'=e (14m) 2-1, 

et — 1 2e* 

pde ON Ry == 
e Pa Y AE 1 
5. y=ewz, R: y' =me"*,. 
ME * 

6. y=2V7 R y'=lyx 2 1n 2 
7. y=(e —e7)2, R: y'=2 (e2% — e-2) 
8. ¿=3 (el! 4 011), R s"=3 (ett — 011). 

e? 
9. =$ R: 0 =0 (0—1) 02. 
10. y=senez. R: y'=aF Ina: cos e*. 
11. y=e"sen zx. R: y' = e (sen? x + sen 21). 
12. y=e"” R: y' =2xy. 
13. y=a4+, R: y'=a* Ina + are, 


14. Verificar que la derivada de la función 


1 
Ga 0 8 
Q = ae? sen; 


A, 1 1 
—- 0 pao a 
0 =7 V2 aet cos (En z0) 
Derivar las siguientes funciones: 
15. y=e"”Inz?. 


R 
16. y=x1e 2%, R: 
R 


y' =2xre” (In 1? + 12). 
y'=e 28 (1 — 2x). 
Y 


17. y=1n (axe*). 


18. Derivar la función potencial-exponencial 
y= [ea Joe, 
Aplíquese el resultado al caso u(x) = v(1) = z. 
Solución: Tomando logaritmos neperianos resulta 
Iny=v-+» Inu. 
Derivando ambos miembros se tiene 
Ms ; Ls 
ES =v'Inu FRA 
y, por consiguiente, es 
y = (21m 0) 
u 
o sea, 
y =u' .v' «Inu + ul.u'-v. 
En el caso particular u(x) = v(x) =x es 
y =x*Inr+x3=x%(1 +11), 
como se vió en el ejercicio 11 de la página 153. 
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Derivar las siguientes funciones: 


19. y=xzarcsenz. R: y' =arcsen x + . 
lau 


1 , 
20. y =arctgx + arctg=: R: y'=0. 


21. Verificar que la derivada de 
y =arccos (1 — 1) — V2r— a? 


: z 
5 0 19.2 


22. Dada la función 


=arctg 
A qu > 

comparar su derivada con la de arc sen x. 
23. Verificar que la derivada de 


y =arcsen Yl — 12 — V1 — x2 


di A=zx =1 
'T+ zx A z 
24. Idem de 
ES 
NN , 1—cosz 
ESAS | l+c0sx 
is 
es Y =5 
OBSERVACIÓN: 


= 1 e 1 : a ; 
La derivada de la función y, =31 también es 3 ¿Qué relación existe 
entre y e y,? (Ténganse presentes las fórmulas trigonométricas del apéndice). 


Derivar las siguientes funciones: 


1 
25. y=arcsec xr. Ri: y = 

aya? — 1 
1 

26. y=arccosec x. R: y! = — 

vz? — 1 
m=—x 1 

27. — ESE O A 

Y ii == R: y 142 


va — O 
28. o=VE ZW 4 aarcsen—: R: tie 


29. z= vVarc sen 2£. R: 2 = —=—-" 
21 — 412 
30. y=arcsenx + arc sen Y1 — 22, R: y'=0 
¡Bd a 2 
31. = ALC CO ——G+ E A ER 
dá 4x2 m2 1+x3 
tg a sen x ; tg a 
32, = Y ——_—_——=-. : A. DA 
n= “e B TIE seco cos z me y seca + cos x 
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33. y =arcsen (cos 1). R: y =-—1. 


34. Indicar por qué las derivadas de 


y = sen (arc sen 1), 
y=cos (arccos 1), 
Y - el DA 
son, en todos los casos, iguales a 1. 
¿Qué relación tienen estas funciones con y = x, que tiene la misma derivada? 


35. Derivar 


1 
y = ente senT. 


36. Ecuación de las rectas tangente t y normal n de la curva 
y=et 
en el punto x =0 
R: : y=x+1. 
n y=—x+1, 
37. Estudiar el signo de la derivada de la curva de probabilidades 
y=e*. 
(Obsérvese la gráfica de la pág. 61). 


XVI) Derivada de las funciones hiperbólicas. 


Recordando las definiciones (pág. 89) de las funciones hiper- 
bólicas: 


is ey. e re). 
Sh x=>5 (e e”); Ch x gl +e 2 


Th x = Sh x:Ch zx, 
resulta, de inmediato, 


D(Sh 1) = 3 (e HO DCa = 5(e 8) = Sh 5; 


. — . Ch? x — Sh? 
D(Th x) = D(Sh zx) : Ch x — Sh x: D(Ch 1) E x E 


Ch? x Ch? x 
== 7 Seci? x. 


Fácilmente se demuestra: 
D(Cth 1) = — Csch? x 
D(Sech x) = — Sech x : Th x; 
D(Csch x) = — Csch x : Ctgh x. 
Para las funciones hiperbólicas inversas se procede en análoga 
forma a la empleada para las funciones circulares inversas. 


I) De y =Sh x resulta x = Arg Sh y: 


+ 
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— E — o  _———— 


11) De y = Ch x resulta x = Arg Ch y: 
o 1 a 1 


" y: yvUiz-i vri=1 


II) De y = Th x resulta x = Arg Th y: 


1 1 Ls 1 
AA AS 
Y y 1: Chz "1I=TRx 1-y 
Tenemos de este modo las siguientes fórmulas de derivación: 
1 
y = ArgShzx A 
sl "EA 
y = Arg Ch x, y! = . ; 
e —4 
1 
y = Arg Th z, y' TE 
EjsErcIcIOoS: 
Derivar 
Ll. 1 = 0H R: y'=Sh 2r. 
2. y=Shz +3Sh8x. R: y'=ChH3z. 
3. y=Chx-cosx + Sh x- sen x. R: y' =28Sh xcos x. 
4. y=Chxz-+senz + Sh x cos x. R: y' =2Ch z cos z. 
5. y=Thz— 5 Th8z. R: y" = Secht z. 
6. y=InmThx. R: y" = 2 Csch Qx. 
. yp=InChzx. Ri. y*=Thz; 
8. Verificar que la derivada de 
et ed 
y FLA es y' = Sech? r. 
Derivar 
9. y=arcsen (Th x). R: y'= Sech x. 
ye x+a 7 , 1 
10. II R: y e 
11. y=arctg (m3=). R: y'=3Sech x. 
1 
12. y= ArgSech z. R: y = - —__—_—_— 
IvVl-— il 
n—1 


13. Si E Arg Th>73 
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probar que su derivada coincide con la de y, — lu. 


14. Ecuación de las rectas tangente t y normal n de la curva 


y=Chzx 
en el punto xy = 1. 
R: t: y=1,175x + 0,368. n: y=— 0,8511 + 2,394. 
15. Idem de 
y=Thzx 
en el punto x= 0. 
R: t:y—x=0. my+a='0. 


8. TANGENTE Y NORMAL. SUBTANGENTE Y SUBNORMAL 


Con las notaciones de la figura, se llama tangente T al seg- 
mento RP de tangente comprendido entre el punto P(x, y) y el eje 
de las abscisas, y normal N al seg- 
mento PL de normal comprendido Y 
entre P(x, y) y el eje de las abs- 
cisas. 

Las proyecciones de estos seg- 
mentos sobre el eje de las absci- 
sas se denominan, respectivamente, 
subtangente S, y subnormal S,: 

S: =RQ;  S,= QL. 

Si q es el ángulo que forma 
la tangente con el eje de las abs- 
cisas, el ángulo QPL será igual a y 
por tener ambos el mismo comple- Fic. VI-13. 
mento. Por ser tg «q = y” resulta 


pee 


r=w0= cl ==>; 


tg y =tg QPL = Su=3Y 7”. 


Aplicando el teorema de Pitágoras resulta 


T=/REFPE=V HF A y% +, +p=LyiFr", 
N=PEFO. = VE FPS PRA y TES. 


EJERCICIOS: 


y? 


1 Determinar las ecuaciones de las rectas tangente t y normal », longitud de 
la subtangente S,, de la subnormal S,, de la tangente 7 y de la normal N 
de la parábola cúbica 

y=xmM 


en el punto xq = 1. 
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R:t: 3x—y=2; n: 24 3y=4;S, a. 


39. =3; T=3V10; N= VIO. 


2. Ecuación de la recta tangente y normal, longitud de la tangente, normal, 
subtangente y subnormal de la parábola 


y=r?—i+1 
en el punto xq =2. 
E: 1 da y=3 mea +3y= 1 $1; S,=9; T=vV10; NS v90. 


3. Demostrar que la subtangente a la parábola 
y?=ax 


p E : 1 
es bisectada por el origen y que la subnormal es constante e igual a za 


[Este resultado permite trazar fácilmente la 
tangente a la parábola en un punto P (xp, yy) 
sin más que localizar el punto R(— xp, 0)]. 


4, Demostrar que en la función exponencial 
a 
y = be" 


la subtangente es constante (= a) y la sub- 
normal es igual a y2: a. 


5. Dada la curva 


Fic. VI-14, y = sen La 


determinar la subtangente $,, la subnormal S,, la tangente T y la nor- 


mal N en el punto 2 =tx 


2 
R: S,=29; S.=3 T=3V18, N=Í 
6. Verificar que la subtangente S, de la curva 
ya =avrlz 
en el punto x, es nzp. 
7. En termodinámica se estudian en el plano (v, p) las curvas pu” = cons- 


tante correspondientes a las evoluciones politrópicas. Para determinar el valor 
de m se utiliza el siguiente teorema: el exponente m es igual a la abscisa v | 
de un punto cualquiera dividida por la subtangente en ese punto cambiada | 
de signo: m=—v:8S,. | 
(Efectúese la demostración considerando la ecuación p= Cu”). 


8. En la catenaria 


£ E z 
aloe )]= aCch= 
hallar la subtangente S,, la subnormal S, y la normal N en un punto 2p. 


2 
Re ec, e. Least ma É. 
a 2 a a 
9. Dada una curva cualquiera € demostrar que la longitud L de la perpendi- 
cular trazada desde el pie de la ordenada y de uno de sus puntos a la 


recta tangente en él es 
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L . ze UNO > 
Vi +yp 
Solución: El ángulo SRP es igual al án- 
gulo q, que forma la recta tangente con el 
eje zx. Como es $ = tg q. resulta 
1 1 L 
COEN] A ES 


vi+te Vi+yyg Yo 


O sea, 


Sa Yo 
L= a Fic. V1-15. 
Vi +Ypó 


10. Como caso particular del ejercicio anterior probar que la longitud L es 
constante (=a) en la catenaria 


9. ANGULO DE DOS CURVAS 


Es fácil calcular el ángulo a que determinan dos rectas recor- 
dando que por ser m =tgq y mi; = tg q, resulta 


tgo— tg _m>—m. 


ua =18 Up —:qu) 4 teptep 1+mm 


Y 
Y Y=MI+b Yy=m a+, Y fte) G 
P 
) a 
ye C, 
7 “q Y 
Fic. VI-16. Fic. VI-17. 


Cuando se trata de dos curvas, C y C;,, que se cortan en un 
punto P, se define como ángulo a de las dos curvas al ángulo a de- 
terminado por sus tangentes en el punto P. De acuerdo a la inter- 
pretación geométrica de la derivada es m = y”; mi = yí y, por con- 
siguiente 

ER , 


E, a 
tii. aca 


Obsérvese que las derivadas se calcularán en el punto P. 
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EJERCICIOS: 


Determinar los ángulos que forman los siguientes pares de curvas en sus 
puntos de intersección. 


LE. SHE 2. y=sent; 
22 = Y. Y =00s 1. 
R- 1. Ortogonales en el origen; a = 36%52'. 
2.:70032*, 
3. Calcular el ángulo formado por las curvas 
y =tBx; 
y = cotg 1, 


en su punto de intersección. 
R: — 126753”. 
4. Hallar el ángulo de intersección de las parábolas 
y=x*,; 
z=y?, 
R: q, =9*; 4 =36%52", 
5. Hallar el ángulo de las curvas 
y=1n 1; 
y= at — A 
en su intersección sobre el eje de las abscisas. 
R: 18724”. 


6. Hallar el ángulo que forma el eje de las x y la tangente a la curva 


y=1v1l-— 
en el origen. ¿En qué puntos de la curva se anula la derivada? ¿Qué su- 


cede con la curva en: los puntos =1, x= —1? ¿Cuál es el valor de la 
pendiente de la curva en esos puntos? Trácese el gráfico correspondiente. 


(Siendo y'(0)=1, es «4 =45”, La derivada se anula en 1= + v0.5. La 
función sólo está definida para 1? < 1, es decir, en z=1,x=-— 1, la curva 
“termina”. Por lo tanto, no hay pendiente de la curva, pero si se consi- 
deran sólo los valores inferiores a 1 o superiores a — 1, se ve que la pen- 
diente sería infinita). 


7. Probar que las coordenadas Xp, Yp, del punto de intersección de las dos 
tangentes a la curva 
y =x*, 


en los puntos (%,, Y1), (%», Ya), de la misma, valen 2=5 Un + 29); 


Yo = L¡Z2= VY ¡Yo 
[Obsérvese que las ecuaciones de las tangentes a esta parábola en los pun- 
tos (1;, y¡) son y =2xx, — y;]. 
8. Hallar el ángulo a de intersección de las curvas 
a2—= Ay; 
ES 8 
IS] >] +4 
Solución: Resolviendo el sistema formado por las dos expresiones se obtie- 
nen los puntos reales de intersección de las dos curvas: P(2, 1) y Q(— 2, 1). 
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z . O. 
La pendiente de la primer curva en el punto Pes m, =y, = y. = z -2=1. 
La pendiente de la segunda curva en el mismo punto es m = y = 
PEF AAA A 
Para determinar el ángulo a de intersección de las curvas dadas tenemos la 
fórmula 


_ mM ¿—Ma3 _ 2_3 
EL TH mmymo po 
3 


O sea. a. =arctg3= 7140”. 
Por razones de simetría también éste es el ángulo en Q. 
Calcular la derivada de la función 
y= Yr 
en el origen. Interpretar geométricamen- 
te el resultado. 
Solución: Si x= 0, el valor x, es direc- 
tamente Ar y el valor Ay = y, — Yp = 


Y Az —0= Y Ax. El cociente incremen- 


tal es 
Ay _ 1 
Ar V(Ax)? 
Fic. VLA18. Cuando Az—>0, el límite del cociente 


incremental es 00. 
Si m=>%, es q =90%. La tangente de la curva es la recta vertical 
. . y=0, 
es decir, el eje de las ordenadas. 


FuNcIiÓN SIN DERIVADA. 
La función continua considerada en la página 121 


mn. á 
y=x sen si rX%0; y=0 si z=0, 


no tiene derivada en el origen. En efecto: el cociente incremental para 
x=0, Ar=h, Ay=k es 


k:h=hsenz: h=senz» 

y según hemos visto en la página 120 (fig. V-15) esta expresión no tiene 
límite cuando h-—>0. Por consiguiente no existe derivada de esa función 
para x=0, 

Desde el punto de vista geométrico esto significa que la curva representativa 
de esta función carece de tangente en el punto =0, y =0. Si unimos 
el origen O con un punto P cualquiera de la curva, la secante OP no tiende 
a ninguna recta límite cuando P tiende a O, sino que toma todas las posi- 
ciones de las rectas y = mx con m variando con continuidad entre + 1 y — 1. 
La figura 4 del Capítulo XII ayudará a comprender este resultado sorprendente. 
Más aún: WeE:iersTRASS mostró que existen funciones continuas que no son deri- 
vables en ningún punto. 


CAPÍTULO VII 


DERIVADAS Y DIFERENCIALES SUCESIVAS 


1. DEFINICIONES 

Hemos definido primeramente la derivada de una función con- 
tinua y = f(x) en un punto y hemos mostrado que el límite del co- 
ciente incremental, cuando existía, era un número. Después hemos 
visto que aplicando el mismo concepto a cada uno de los puntos x= de 
un intervalo (a, b) se obtenía una función derivada f'(x) definida 
en (a, b). 

Si a esta funcion f'(x) se la somete a las mismas operaciones y 
pasos al límite que a la función dada primitivamente. se obtendrá una 
nueva función derivada f(x), llamada derivada segunda. 

Así, de y = sen x se obtiene la derivada y” = cos x. Derivando 
esta función e indicando con 2 acentos la nueva función resulta 


Dy' = y” = — sen z. 


Otra nueva derivación, que anotaremos con 3 acentos o con un 
exponente 3 entre paréntesis, dará 
Dy” =y""= y = — cos x. 


Ejercicios: 


Verificar las derivadas de las siguientes funciones: 


1 o A 4 

' 31 37, RYO la ir, 
2. YE 0 +5 R: y”"=12 
SE 24 3 

3 NE PESTO — Ty E 
L a... ye 

er A: FPZLARAS 
5 y=vVt+x R: y"=4y3 
6. y E ” 

A R: y" 8 (4322) (2 + 3, 
ft. Y=X-arctgr RAZA EL 
8. y=arcsen r. R: r"=x(1 27 
9. y=senx. Ry yl” 4y' 

¿yo =—4y” 


1, .= ; 
tg xr + sec r, AB: =l(1 FPRRPIDIS 


1. 


12, 
13. 


14. 


16. 


Y; 


18. 


19. 


20. 
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esa 1 == L- R: MaS 2 lo 3! 
SEG A ES: 
2:-n! 
$ “e PR jor: y(M—= (-— 1) __—— + 
Generalización del ejercicio anterior: y(" = (— 1) (1 + x3m1 


Verificar que dada la función 


1 2. e 
y=¿1 et+e st 
se cumple la siguiente relación: 
y” =aty, 
Hallar la constante a de manera que la función 


y = asen 27 
satisfaga la relación 


y" + 3y= 3 sen 2z. 
R: a=-—3. 
Determinar las constantes mm y n de la función 
y =msen3x+wmnc0 3x 
de manera que ésta verifique la relación 


y” +4y' + 3y = 10 cos 3x. 


. y =2cos ax + 3 sen ax 
demostrar que 


y” + ay =0. 
Verificar que la derivada cuarta de la función 
_x2 (1-3) 
=> Ax 
es 
48 
y =-— =D . 
(Efectúese la división indicada). 
Si 
y=e 3, 


verificar que 


y” + 6y' + 9y =0. 


y=l2+vV1+2, 


(1422) y" + xy' — 16y =0. 
Mostrar que la derivada segunda de la función continua 
n=x*=x sizxz20, 
Yy=-—x2=zxsix<0, 
es discontinua. Hacer la gráfica, 
Solución: En efecto, 


Si 


probar que 


y¡=2%%-1 “nzz0, 
y¿=-—2%—1sizx<O0, 
Derivando nuevamente resulta la función discontinua 
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y¡=2 si x>0, 
y¿=-—2s8zx<0. 


DERIVADA ENÉSIMA DE UN PRODUCTO DE 2 FUNCIONES. REGLA DE 
Lersniz: Consideremos el producto de 2 funciones u(x), v(x) y sus 
derivadas sucesivas: 

y 4D, 
y! = uv + uv”, 
y” =(u"vo + uv”) + (u'v' + uv”) =u"v + 2u'v* + up”, 

y” = (up + ut") + (2u”"p” + 9u'v”) ES (u'v” + uv””) = 

=u'"v+ 3u"v" + 3u'v” + uv!” 

La observación de las derivadas y” e y”” muestra que los coefi- 
cientes que aparecen en los términos sucesivos son precisamente los 
que figuran en el desarrollo de las potencias del binomio (a -+ hb)”, 
con n=2 y n= 3, Escribamos estas derivadas, para hacer resaltar 
la analogía, en la siguiente forma: 

y"=(u+ 0) = uy + QuLyD + yes, 

o = (u y) = up + Buy o 3uWMDy( + uy, 
donde los exponentes entre paréntesis indican el orden de las deriva- 
das según la notación vista en página 168 y con el convenio de que 
la potencia (0) indica la función sin derivar. 

Generalizando tendremos, para la derivada n-sima del producto 
y = u(x) «víx), la fórmula de Leibniz 


y =(u+ om)” =u"vO + nueDya) Fo E 1) 


(1) ,,(m-1) (0),,(m) 
econ nuy + utBjyw, 


La demostración de esta fórmula para cualquier valor natural nr se hace 
empleando el principio de inducción completa (pág. 13), lo que exige: 


un(a) + 


1%) Verificar que la fórmula es válida para n=1. En efecto, 
(u + y) = u(Do(0) + u(0y(D) uv + uv” 
es precisamente la primera derivada del producto y =u:vb. 


2%) Demostrar que si la fórmula es válida para n= h, es válida para 
n=h+1. 


Siendo la derivada de orden h, 

(u+0.0)0 =u0y0 + huy Y LED coo q E 
+ huDyYAD $ yO yó, 

una nueva derivación da 

(e + 9)0%D = [uMDyO + My] Y [huy + huy a] Y 


E | (h—1) uy) + 201) ¿e 1) 


si uy | 


+... + [hu2QY4D + huDoMTS [De Y Op, 


$ y ] 
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y agrupando el 2* término con el 3”, el 4' con el 5”, etc., resulta 
lu + y) 01) =uWDy0 + (h + Dubyvo + AAA u(i-1)y(2) + 


+ PESA YD + 


que es precisamente la fórmula de Leibniz para n=A + 1. 


Esyencicios: 
1. Aplicando la regla de Leibniz verificar que dado 


zx 
Y =241n5 
es 
yan 1 
x 
2. Idem de 
y =ze? 
es 
yO) —= (1 + n)Jer, 
3. Idem de 
y=132Inx 
es 
” pan, 2 
y Y 


4. Aplicando la regla de Leibniz verificar que dado 
y =6e* cos x 
se cumple la relación 


y(0 + 4y =0. 
5. Calcular la derivada enésima de 
y=e3%, 
Ri: 3Hy, 
6. Verificar que la derivada enésima de 
y = sen ar 
es 
y) — a" sen (e + nr ) 
Solución: 


y (0) = sen ax 


y =acos ar = asen (a2+3=) 

A 1 
y2= — 0% sena = asen ar +23) 
y (3) = — a? cos az = a? sen (ee+ 33% ) 


y00 = asomar = aten ar + 45) 


Cro... ................no............s.so 
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ym = al sen (a + (n— 1) 5) 
2 


1 1 
yw = arcos (az + (n — 15%) = ense (ur + (n — 0D3x+5a) 


= a” sen (a + nn) 


7. Verificar que la derivada enésima de 


Y = cos ar 
es 
1 
y (1) a" cos (a: + 031) : 
8. Idem de 
y =1In (1 + 12) 
es 
(1) AA ñ 
A E 
9. Idem de 
A 
ne 
es 
(— 1)*n! 
ga qnl 
10. Idem de 
1 
3 + bx 
es 
e (— 1)"b9. n! 
NN TE 


2. DIFERENCIAL DE UNA FUNCION 


Definiremos como diferencial de la función y = f(x), y lo de- 


signaremos con dy, al producto de la derivada y” por el incremento 
Ax de la variable. 


En símbolos, 
dy = y'Ax. 


Puesto que la derivada y” mide la tangente trigonométrica del 
ángulo q que forma la recta tangente con el semieje positivo de las x, 
resulta, con las notaciones de la figura 1, 


y=w0= == o sea, SR = y'Arx. 


Por consiguiente, SR es la diferencial de la función. 


> 


— 
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Como se ve en las 3 figuras, la diferencial SR puede ser mayor, 
igual o menor que el incremento de la función QR = Ay. Sin em- 
bargo, es fácil demostrar que cuando Ax => 0, dy y Ay son 2 infinité- 
simos equivalentes, es decir que su cociente tiende a la unidad. 


Fic. VU. 


En efecto, siendo dy = y'Ax resulta 
dy a y'Ax —- ye A — y y” = 
Ay Ay Ax j 
EXPRESIÓN DE LA DERIVADA COMO COCIENTE DE DIFERENCIALES: 
Puesto que es, por definición, dy = y'Ax, resulta, por ejemplo, 
d(sen x) = cos x + Ax, 
d(x3) = 31? + Ax, 
d(x) =1:-Ar= Ax, 
Esta última identidad mos permite reemplazar en la definición 
de diferencial, Ar por dx, con lo que resulta 
Y, 
dx 
Esta notación de la derivada, debida a LreimmIz, es extremada- 
mente útil y susceptible de generalización. 


dy = y'dx, o sea, y 


INVARIANCIA DE LA DIFERENCIAL: Hemos visto que es dy = y'dx 
para y = f(x), donde x es la variable independiente e y es la fun- 
ción. Pero si x no es variable independiente sino función de otra va- 
riable z, por ejemplo, la expresión anterior sigue siendo válida. 

Asi, de y = 2? deducimos dy = 2x dx, Pero si x = sen z, resulta 
y = sen? z y la diferencial es 

dy = 2 sen z: cos z dz, 
que se puede escribir, como antes, 
dy = 2x: dx. 

En definitiva, la diferencial dy = f'(x)dx es invariante (es de- 
cir. conserva su forma) cuando la variable x es una función de otra 
variable z: x= g(z), con tal de reemplazar dx por g'(z)dz, 


A 
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3. DERIVACION DE FUNCIONES DADAS IMPLICITAMENTE 
Cuando las variables x e y están vinculadas por la relación 
F(x, y) =0, 


bajo ciertas condiciones (que estudiaremos en el segundo volumen) 
resulta y definida en función de x y el conjunto de puntos x e y de- 
finen una curva. 

Para calcular la pendiente de esta curva es necesario conocer la 
derivada de y respecto de x. Aplicando formalmente las reglas de 


diferenciación y formando el cociente “Y ce obtiene la derivada bus- 


dx 
cada. (La justificación de este procedimiento exige el estudio de las 
diferenciales de funciones de 2 variables). 


Veamos cómo se procede en algunos ejemplos: 


1%) Trazar la recta tangente a la circunferencia definida por la relación 
n+y=r 
en el punto P(xp, Yo). 
Diferenciando se tiene 
2x dx + 2y dy =0, 
puesto que r? es constante. Por lo tanto, resulta A —- ES la pendiente 


dx 
; í, 
9, en P será — “. La recta tangente en 
'" 


P es, entonces, 


B x 
: o. 
y == xx 
y Yo Yo ( 0)» 
o sea, 
7 E Yo 1 ¿=— 220 +2, 
que se puede escribir 
IX EY 2 
porque 12 4 y2= F”, dado que las coorde- 
Fic. VIL-2 nadas de P satisfacen la ecuación de la 


circunferencia. 


2%) Trazar la tangente a la elipse de semiejes a y b en P(zp, Yp)- 


Diferenciando la relación pr] ++ = 1 resulta 


2x dx y YY 0 


a 2 
MN 
dx)» a” y, 


bx 
Y — Fo == 23, (+ o), 


U 


o sea, 


La recta tangente será 


A 
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oO sea, 
a 
> 2 E 
? y 
0 0 
ues — a A | 
p 2 


La recta normal a la elipse en el mismo punto P resulta, por consiguiente, 
ar De p? 
Ly e 
3%) Calcular la derivada de y con respecto de x en la función definida por la 
relación 
e” sen y + e'cos= 1, 
que se satisface en el punto O(O0, 0). 
Diferenciando resulta 
er sen y dí + e? cos y dy + e! cos x dy — e! sen x dx =0, 
o sea, 
dy __ elsenx— e” sen y 
dí ecosy +elcosx. 
La recta tangente en el origen resulta y = 0, pues es y' =0. 
Obsérvese que en este ejemplo, a diferencia de los anteriores, mo es posible 
escribir y como función explícita de x o x como función explicita de y. 
EsErcIcIos; 
Calcular la derivada de las siguientes funciones implicitas: 


2 r 
L. Pe esr=1. l: y == 
32 
2. y$e=a% Re y == 
Y Sy 
1 ne 
3. yY=ayi+1. R: y =30% +1) (1241) 2y71, 
TD , E O 2 
4 2 Es R: ) + (12 +y32 
1 11o.1 y 1 
5. 14yi=a KR y=-(1)* 
ds ; 1—2y 
6. LZy+ri=x+y. A 
E 2 yy? 
7. 34y=a8, R: y=- (2 B 
a 5 p z— 3y 
8. a2—6ry + y2=0, R: y Mae == 
2 — y 
— Da — E " A 
9. 28—31y+ 2% 1 R: > 2) 3 
7 E 3 
10. 2y=x2 4 y?, R: y =- HA 
1— 3x2 


t. = e e 
1. R4y=zxz+ y. R: y = 137 
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12. 


16. 


17, 


27. 
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¿ _ Bri R: A... AMO 
a ¿Y y (2407 
P ] , 5(W31+7)* 
(3x + 7)5= 2y3, R: y A 
y 
1.1 , s 
po A y a 
2x—1 
2 —1. R: y'= 
Je y 2y 
A , 9 
xy = Va? +3. R: y =-— La 2 
3e% (22 43) 
2 et BE Y 
sen 2x + cos 2y = 21y. R: y ar +E | 
2xy + y? | 
- EE y == A SASGÑk 
1y 4 2y=4 a 
7 e* sen y + e Y sen x 
= ev Ñ AZ — IAEA 
e” sen y Cos q R: y Ecos y Pe cos z 
y ¿A 2 o A EY 
arctg=1n (z + y”). y y as >> 


¿ Io=cosé (2 — y) 
TTHzxcost(x—y) 

,__1 cos (27 — +y) + sen (21 + 4y) 
¿> cos (22 — 4y) — sen (22 + 4y) 


, ] 
zlny+ylx=1. Roy 


Ty =t8 (1 — y). R: y 


sen (21 — 4y) = cos (2x + 4y). R: 


o Á ly(4 1 
2a%y2? + 1y2=3, Ry => 


ettY — ero 2 
au ay PT 
Demostrar que la recta tangente a la parábola de eje horizontal 


en — ev 0, R: y'=— 


y2 = 2pxr 
en el punto P(z¿, yy) es 
YYo=P (1 + 2p). 
Solución: Diferenciando resulta 2y dy =2pdx y la pendiente en P será 


d 
ASP: La recta tangente en P es 
dx y 


Y —=Y0= (220), 
que se puede escribir 
Y Yo =P (1 + 2p) 
si se tiene en cuenta que es 7 = 2pXq» 


Ecuación de las rectas tangente t y normal n a la elipse 
412 4 9y2 —= 72 
en el punto P(3. 2). 
R: t: 2x+ 3y — 120. 
n: 3x— 2y —5=0, 


29. 


30. 


31, 


32. 


33, 


34, 
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n: Ayyz + b?xyy= (a? + b2) xoy q. 
Trazar desde el punto P(4, 5) las tangentes a la circunferencia de centro en 
el origen y radio 2, 


Solución: Desde P se pueden trazar 2 tan- 
gentes a la circunferencia, cuya ecua- 
ción es 


y ue 


+y=4, 
Si el punto de tangencia es T (xp, Yp), la 
ecuación de la tangente será 
Como T pertenece a la circunferencia, 

Xx será 

2 Lis 
y como la tangente TP pasa por P(4, 5), 
se verificará la relación 


4Zo + 5yo=4 [2] 

La eliminación de y, entre las dos últimas expresiones conduce a la ecuación 
4112 — 321, — 84=0, 

cuyas raices son, aproximadamente, 1,87 y — 1,09. 


Resultan entonces, reemplazando en [2] como valores de yy — 0,696 y 
1,672, y las tangentes son 1,87x — 0,6%6y =4; — 1,091 + 1,672y = 4. 


Determinar la ecuación de la recta tangente 1 y de la recta normal n de 
las siguientes curvas en los puntos indicados: 


Fic. VIL3. 


y 4 2ry—12=4 en (4,2). R: t: x-—3y+2=0. 
n: 3x+y—14=0. 
12 —y—y?=2x en (2,0). R: t: —y-—20. 
n: i+y-2=0. 
LY R: t: z— 3y=0. 
e en (3,1). n: 3x + y —10=0. 
Ecuaciones de las rectas normales a la hipérbola 
a? — 9y2= 36, 


paralelas a la recta 
y=x+3. 
R: I—yr+5v2=0; r—y—5v2=0. 


Hallar las intersecciones A y B con los ejes coordenados de la normal en 
un punto cualquiera (Xp, yy) de la hipérbola 


Probar que la diferencia d de sus cuadrados es constante. 
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R: A(2x,. 0); B(0, 2y,); d = 04? — OB? — 4a?. 
35. Hallar los puntos en que la tangente a la curva 
142 +y2—2y18r=0 
es horizontal o vertical, 


R: La tangente es horizontal en los puntos de abscisa igual a —4 y ver- 

tical en los puntos de ordenada igual a 1. 
36. Hallar el ángulo de intersección de la recta 

$F= E 
con la curva 
al —2xy — y? =-—8. 

Trazar las gráficas. 

R: 457, 
37. Demostrar que la elipse 

412 + 9y2= 72 
y la hipérbola 


son ortogonales. 
38. Demostrar que para todos los valores de las constantes las curvas 
xy =b, 

se cortan formando ángulos rectos, es decir, las curvas son ortogonales, Tra- 

zar las representaciones gráficas para a= +1; +43b=+t1; +2 (fig. 4). 
(Determinense las pendientes de 
las tangentes a ambas curvas en 
uno de los puntos de intersección 
(Zo Yo) y obsérvese que verifi- 
can la condición de ortogonalidad 


Y ¿Pe m,ma = — 1). 
Sl 7, 39. Probar que la circunferencia 
OIE 12 + y2=8x 
[A E y la cisoide 
: Y e (212 

ah: son ortogonales en el origen y for- 


man ángulos de 45? en las demás 
intersecciones. 


40. Demostrar que las rectas tangen- 
tes al folio de Descartes 


Fic. VIT-4. an +y?=61ty 


en los puntos de intersección con la parábola 


Y a. 


y2=2 
son verticales. 

(Determinense las intersecciones de ambas curvas y el valor de la derivada 
de la primera en dichos puntos). 


41. Demostrar que la suma de los segmentos que intercepta sobre los ejes coor- 
denados la tangente en un punto de la parábola 


1 1 1 


1244 ya? 


42. 
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es constante e igual a a. 
Solución: Diferenciando la función dada es 


X E 
zx *dr+y “dy=0, 
o sea, la derivada en un punto P(xp, Yp) es 


os la 13 
dr Lo 


La recta tangente en P será, pues, 


Yu z 
ER (2) (1 — £p) 


o bien, 


1 1 E BEA 1 
y5z + dy = (20Y0)* (3 * +) , 
pero como el punto P pertenece a la curva, es 
1. 1% 43 
1? += a?, 
y resulta 
1.1 
Yóz eS roy = (aror)?. [1] 
La intersección de la recta tangente con el eje x se obtiene anulando y en 


1 
la expresión [1] y resulta el punto 4 de abscisa (ax,)?; análogamente, la 
1 
intersección con el eje y da el punto B de ordenada (ay¿)?. La suma de los 
dos valores OA y OB es 


. 


1 tt Má a E a 
OA + OB = (axy)? + (ayy) ?=0 1247) =0 aa. 


Demostrar que el ángulo formado por la tangente en un punto cualquiera, 
P, de la curva 
In (12 4 y2) =K arc tl 


y la recta que une P con el origen es el mismo en todos sus puntos. 
Solución: La recta tangente en un punto P(xp, yy) de la curva dada tiene 
la pendiente 


_ 2x1 +Kro 
E A E 
Kzp — 24 
La recta que une P con el origen tiene pendiente m, =?%. 
0 


— tg , 


es decir, no depende del punto P elegido. 


4. DIFERENCIALES SUCESIVAS 


Así como a partir de la función derivada se obtienen las deriva- 


das segunda, tercera, etc., también considerando la diferencial 


” 
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dy = y'Ax = y! dx 
como una función de x, y, Ax, podremos definir la diferencial segunda 
como diferencial de la diferencial primera: 
Py = d[dy]. 
Si adoptamos ahora el mismo incremento dx de la variable, resul- 


tará, indicando con un acento la derivada respecto de x, 
dy = d[dy] = [dy]'dx = [y dx]'dx (*) = [y V'dx : dx = y*(dx)”, 


d? 
con lo cual resulta y” = e => 
(dx)? 
Generalmente se escribe 
y” —= dy 
dx? 


(que se lee “diferencial segunda de y respecto de x dos veces), advir- 
tiendo que dx? significa el cuadrado de dx y no la diferencial de a”, 
que, como se sabe, sería igual a 2x : dx. 


En la misma forma resulta 


A —Ñ dy 
y dx* 
(diferencial tercera de y respecto de x tres veces) y, en general, 
dy 
(mn) = . 
Y dx" 


EJERCICIOS: 


Calcular las derivadas primera y segunda de las funciones 


, al ” 27 
1, Ay e E A 
4 16 
2. y?—8zx. Ri: y =—i¡y"=— 
by Y y Y y 
2 8 cs E A 8) 
3, Y — 3xy =09, R: 4d — y — 3x* y = Ly — 3133 
q” y” ; pmqm o p2M m2 
e. Fr AS O 
Determinar las derivadas segundas de las siguientes funciones: 
1 
5. 2+pyry=1. R:iy* === 
dl y 
6. x2—yz=1 Hp . 
: Ya A 
2. 2 1 El 
T. $+yr—1 R y" =31 By 3, 


(*) Téngase en cuenta al derivar el producto entre corchetes que dx es cons- 
tante. : 
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. a4+2ry2=aí, MA 
8. xt 42xy y q2y3 
9. Hallar las derivadas primera, segunda y tercera de la función definida im- 
plicitamente por 
rn y 
ata 
Solución: Diferenciando la expresión dada queda 
21dx  2y dy 
ral y 


1: 


A 0 
La derivada primera es, entonces, 
._Uy Be 
> 
Derivando esta expresión, en la cual es y función de x, se tiene 
y blaty — bra Y bla? + = > ) 
bay 4b) beab? bs 
== a aya a 


pues aly2 + b2x2 — a?b?, de acuerdo a la ecuación de la curva. 
Derivando esta última expresión se tiene 
p 


ma By_ By 
== DA 
5. CALCULO DE ERRORES MEDIANTE DIFERENCIALES 


Si 2 magnitudes x e y están vinculadas por la relación y = f(1), 
a una variación Áx corresponde una variación Ay. Si Ax es el error 


cometido en la medición de x, Ay será el error cometido en f(x). En 
lugar de calcular 


Ay =f(1x+ Ax) — f(x), 

resulta mucho más cómodo calcular dy, que, si bien no es idéntico a 
Ay, es su infinitésimo equivalente, como ya hemos visto (pág. 173). 
EJEMPLOS: 

1%) La medida del diámetro de un círculo es D=13,8 cm, con un error por 

defecto menor que 0,1 cm. Calcular el error cometido en la determinación 

de la superficie S =7 D?, 
El cálculo exacto del error AS será 


AS = Za (13,92 — 13,82) = 2,17. 


El cálculo mediante la diferencial es 


e de 
Fic. VILS, dS =¿x:2D-dD=5x:138+0,1=2,16. 
1 


- 2%) Como la diferencial de y = VZ es dy = : JA la raíz cuadrada de (x+dx) 
x 
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, , dx 
será, aproximadamente, y + dy = VI+ 


+ Eligiendo como valor x un 
x 


cuadrado perfecto se tiene una fórmula de aplicación muy práctica. 


1 
Así, VI0= V32+ 1, con =32, dr=1, da VIO=3+=—=3,166.... 


2x3 
Análogamente, V220 = V152— 5, con 1=15?2, dx= — 5, da V220 = 15 — 
5 
==» 2x 15 o 14,834, 


Los valores exactos son 3,1623... y 14,832..... 


El error relativo, o sea, el cociente entre el error absoluto y el 


valor exacto, será 


2 = d(ln y) 


y el error porcentual será 100 d(In y). 


Esercicros: 


h, 


Demostrar que el error relativo cometido en la determinación del área de un 
círculo es igual al doble del error relativo del radio, supuesto que el valor 
de x sea prácticamente exacto. 

La resistencia R en un puente de hilos se determina mediante la fórmula 
W(l— 2) 

a , 


Siendo W una resistencia conocida y x la distancia sobre el hilo de longitud l 
bara la cual el galvanómetro no acusa paso de corriente. 


R= 


3 dy AS 1 
Mostrar que el error relativo será minimo cuando sea r=5l. 
EE : da l e á 
Solución: Siendo 5 E su minimo se obtendrá cuando 
ba — 


2 
1 j 
T(l—x)= rbd — ( It 11) sea máximo, lo cual ocurre cuando es 


La intensidad de la corriente i de un galvanómetro de tangentes shuntado 
está dada por i=ktga, siendo k una constante. 

Mostrar que el error relativo en la determinación de ¿ es minimo si es 
a.= 45”, 

2da 


a e 
Biasta observar que se puede escribir —= — + 
1 sen 2a. 


6. DERIVADAS DE FUNCIONES DADAS PARAMETRICAMENTE 


Hemos visto que un par de funciones x= g(t), y = h(t), que 


hacen corresponder a cada valor de £ un valor x y otro y, permiten 
establecer una relación entre x e y, es decir, una función. Muchas 
veces ¡ésta es la forma más conveniente para ciertos tipos de curvas. 
Tal es el caso de la cicloide, que es la curva descripta por un punto de 
una Ciircunferencia que rueda sin resbalar sobre una recta fija. 
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Con las notaciones de la figura, la definición de la cicloide exige 


que el segmento OR sea igual al arco PR. Elegimos como parámetro 
el ángulo PQR = t (medido en radianes), que forma el radio corres- 
pondiente al punto fijo sobre la circunferencia P, con el radio QA 
perpendicular a la recta fija. 


Fic. VIL-6, — Cicloide. 


Las coordenadas x, y del punto P son 
x= 0S = OR — SR = OR — LQ = PR — LQ = 


da 
= rt — r.cos (t — za) == Fent =y (1 — sen £), 


y =PS=1S+PL=0QR +PL=r + rsen(1—5x) 2 
=r—recost = r (1— cost). 


Si se desea hallar la derivada de y respecto de x, en lugar de 
eliminar el parámetro 1 entre estas 2 ecuaciones —lo cual originaria 
una expresión bastante complicada—, lo mejor es razonar en la si- 
guiente forma: 


Siendo y/ = sE, las diferenciales dr, dy se pueden calcular a 


partir de las relaciones x = g(t), y = h(t): 
dx = g'(t)dt, dy =»h'(t)dt, 
con lo cual resulta 
dy _ h'(t)dt_ h'(t) _ 
dx  g'(tidt  g'(t) 


y. 
, 
Z; 


En el caso de la cicloide se tiene, 
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2 sen 2, cos 1, cos 3 
¿5 rsnt o 2 a. 2 


dx  r(l—cost) 


O 
= 04 (qu, ): 


dy _ a 
Puesto que es de tg q, resulta 2! = ¿A , para lo cual la 


tangente debe ser perpendicular a la recta PR. 


RecLa PRÁCTICA: Para trazar la 
tangente a la cicloide en un punto P 
hay que trazar la perpendicular a 
la recta que resulta de unir P con 
el punto de contacto R de la circun- 
-— ferencia correspondiente con la recta 
Fic. VIL7. base. 


E : d 5 
DerIvADAS SEGUNDAS: La derivada primera 2 de una función 


dx 
dada paramétricamente mediante las relaciones 
r=g(t). y =ht) 
es una función que, vuelta a derivar respecto de x, dará la derivada 
segunda. 


Designando con acentos las derivadas respecto del parámetro 1 
resulta, en virtud de la regla de derivación de función de función, 


dy d (E d ae dt dly dt 
de dz 35) = dt E dt Dz 


di de 4 a 
Como de 1 A Y de acuerdo a la regla de derivación 
d , 42? o yr 
de un cociente es $ = = Ea als se obtiene 
dt 
(Py Ud Ea Pez 
de ges 


o, usando la notación de los determinantes, 


dx? q*3 


En el caso de la cicloide es 
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r=r(t—sent) x'"=r(1-—cost)  1”=rsent; 


y=r(1-—cost), y'*=rsent, y” = rc0s t; 
5% = poa — y 21 _ Plcost— (60s* + sente] _ 1 
qe ri (1 — cost)” r (1 — cost)? 
Ejercicios: 
Calcular las derivadas primera y segunda de las siguientes funciones, dadas 
paramétricamente: 
1=3 +5; cts bt 8 ! 
1: Gee bos R: y =3 Y — 
1=2%; , 2_ "” 25 
2. a R: y =3 3 Y == 
3 r=>t; 
' 3 R: y! =2401; y” =-—21*, 
yt, 
¿Pl a y 
4 1 p ho Mi 
XI 1, 
y = 21%, 
t 
x=acost; aa Y á A: 
6. pena ae R: y'= ¿Cotgt; y”= qa osea. 
S x=sen 2t; Pr E "”__3 
Es PES para t=¿x R: y '= 3 Y => 3 v3 
| x= sen 2t; e ' 1 
8 Ly =sent4 R: y =762; y =¿sc 2. 
Fx = cos 2t; R: y” Ed 
e reta y == y"=0 
) 248 E: ; A ' ”_3 
10. pm] R: y =3sn4; y = 00% s, 
id, bea , R: y'= —cos*1t; y” =2c08% 1, 
x=e?t; RE 1 
> . -— t. O o 1 
12. il Ry =30% y A q” 
F= ¿AE E vn n—2b 
Ae: eS R: y=-—-e" hn y"= ER a tt secas. 
aero; 
== A 
14. e E O E 
1 Ry =p 1 == 82193, 


¡PE 
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LE: 


21. 


22. 


23. 


Y 
ml 


Solución: y' =1tg1. 


Determinar la ecuación de la recta tangente t y normal n de las siguientes 
curvas, en los puntos indicados: 


I=f?; ZA R: 1: z—-4y+8=0. 
y=1+1; n: 4x4 y —19=0. 
5 =8t: I=b R: t: 224+ y —4=0. 
y =2e*; n: 1—2y+3=0. 
2 
qa? Fl. R: t: 14+2y—4=0. 
mreda n: 22 y—3=0. 
1=V2B + 1; t=2. R: t: 15z—y—20=0. 
y = (2 + 1)2; n: 14 1l5y — 372=0. 
ES Es 
ca Y 1=2 R: t: I+y—6=0. 
t+1 n: 31 — 27y + 80 =0. 
E E 


1 = sen 21; 
IFAHIR n: 2x + Vy — 53 V3=0. 


l R: 1: V3x—2y-¿=0. 


O 1=30". R: t: V3bx + ay — 2ab =0. 

= : 1 
=PO0k n: 3 Vaz — by + 5 (02 — a?) =0. 
Hallar la subtangente, subnormal, tangente y normal de la curva 


¿ 1=2 (cost + tsent), 


y=2 (sent— tcost), 


en un punto cualquiera.” 


SS. =y-Y =ytEtb 
T = VSf + y? = y cosect. 
N =vV8? + y? = y sect. 


Hallar la subtangente, subnormal, tangente y normal de las siguientes curvas: 


x=8c085% 1; R: S,=-—ycotgt; S,=—yt81; 
y = 8 sen? ?. T = y cosec t; NÑ = y sec 1. 
T=3PE05É; R:S, =— ytgt; S, = — y cotg t; 
y =rsent. ="rtgtiN=r. 
==, 4 R:S,=2; S, = 8m?; 
2sent Mi=GH 4 
== _ : 2 1 4 +38; N=>3V4+w. 


> -— A 
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-26. Demostrar que la derivada tercera de una función expresada en forma pa- 
ramétrica está dada por la fórmula 


nr .” 


By Y 2—ya a — 3 py a — yx) 
dí — x1'5 
donde los acentos indican derivadas respecto del parámetro. 


GENERALIZACIÓN DE La CIcLOIDE: Si en lugar de considerar un punto fijo 
situado sobre una circunferencia de radio r, que rueda sin patinar, suponemos que 
el punto fijo, se encuentra en el plano del círculo y a una distancia d del centro, 
resultará una cicloide alargada, ordinaria o acortada, según que sea d >r; d=r; 
d<r. 


Razonando como lo hemos hecho para la cicloide ordinaria resulta 
a=ri—dsent, y=r=—dcost. 


Demuéstrese que en los 3 casos el trazado de la tangente y de la normal a 
la curva se hace con el procedimiento que hemos señalado en el texto para el 
caso de la cicloide ordinaria. 


EPICICLOIDES E HIPOCICLOIDES: Si se considera en la definición de cicloide que 
el círculo móvil gira sobre una circunferencia en lugar de hacerlo sobre una recta, 
se tendrá —en el caso que las circunferencias sean tangentes exteriores— una epi- 
cicloide, y en el caso de tratarse de tangentes interiores, una hipocicloide. 


Fic. VIL8. — Epicicloide. Fi6. VIL-9. — Hipocicloide. 


Si R es el radio de la circunferencia fija, r el de la móvil y d la distancia 
del punto que engendra la curva al centro de la circunferencia móvil, resultan 
las ecuaciones paramétricas 


a) Para las epicicloides: 


x=(R+r)cost do (EE 


] y = (14 0) seme — don (EL). 
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b) Para las hipocicloides: 


x= (R-— r) cost + d cos (472). 


y =(R—r) sent — den Ele). 


Demuéstrese que en todos los casos el trazado de la normal se hace uniendo 
el punto móvil con el punto de contacto de las dos circunferencias. 


Verificar que en el caso de las hipocicloides con 
a) R= 2r resulta una elipse. 
b) R=4r; d=r, resulta una astroide: 


2 2 2 
+ y3=a?, con a=4r. 


7. TANGENTE A LAS CURVAS DADAS EN COORDENADAS POLARES 
Una curva dada en coordenadas polares está expresada por 
e = (0), 


donde O es el argumento y o es el radio vector. Como entre las coor- 
denadas cartesianas y las polares existen las relaciones 
x=o0co0s0, y=o0sen0, [1] 
.se puede considerar que la curva está dada en forma paramétrica con 
0 como parámetro, pues a cada valor de O corresponde un valor de q 
y a cada par (0, 0) le corresponde un par de valores (zx, y). 


Je L ) 
Fic. VIL-10. 


Supongamos que la función p(0) sea derivable. Hallaremos la 


pendiente de la tangente PT' considerando las ecuaciones paramétri- 
cas [1]: 


dy peora 4 y 

O PD [2] 
dae de e do 
16 — esenÚ + cosO ao 


El ángnlo y», que forma el radio vector p con la tangente trazada 
en el sentido de () creciente, se calcula fácilmente, pues y = q — 0, 
dado que q. es un ángulo exterior del triángulo PTO, Entonces 


"A OR 


— p—t80 
BY Ty tg tg0 
Si se reemplaza tg q por su valor [2], tg 0 por a y se hacen 


las simplificaciones correspondientes, resulta tg y = má designando 


con p* la derivada de p respecto de 0. 


SEGMENTOS POLARES NOTABLES: Si por el origen O se traza NT 
perpendicular al radio vector p = OP, quedan determinados, en la 
intersección con la tangente PT y la normal PN, los segmentos OT 
y ON, que se llaman, respectivamente, subtangente polar S' y sub- 
normal polar S,,. 


, , 


. S; 1 Se 
De la figura resulta tg p = —; cotg y = — = —Ñ» y recordando 
gur gv o gy Ey o y 
que es tgay = = resulta 
po MAP 


La tangente 7” será el segmen- 
to PT, y la normal N”, el segmento 
PN. De acuerdo a las fórmulas ante- 
riores resulta 


T'= OP? + OT" = 


+ 
Vet = VETO” 


Fic. VIT-11. — Segmentos polares. 


N' = w0OP* + ON? = ye” + p??. 
OnservacióN: 


Nótese que en la figura 10 habrian resultado S; y $/ con orientaciones opuestas 
a las de la figura 11. En general, el signo de estos segmentos es el mismo que el 
de tg y. 


EsempLo: 
En la espiral de Arquímedes 
2=40 
resulta q =a y, por consiguiente, 
A S/=0'=a= te 
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=> o02+0'2=a0V14+02% N'=Vo0*+0'*"=aV1+0?. 


Fic. VI1-12. 


Al ser S, = a se tiene un procedimiento práctico para trazar la normal y la 
tangente en cualquier punto P de esta espiral. En efecto, sobre la perpendicular al 
radio vector OP se lleva el valor a, determinando un punto que unido a P consti- 
tuye la normal en P. La perpendicular a esta recta es la tangente en P. 

En la figura 12 se han trazado con este procedimiento las tangentes en otros 
dos puntos. 


Nótese que en esta curva resulta tg y = 0. 


Nota HISTÓRICA: ArquímeDESs (287 a 212 antes de Cristo) el más grande 
genio fisicomatemático de la antigúedad, escribió un tratado sobre las espirales. 
Allí entre otros muchos teoremas notables demuestra (proposición 20) que la sub- 
tangente polar en un punto de la espiral tiene igual longitud que un arco de 
circunferencia de radio o y amplitud 0, es decir es == 00. 


Este resultado puede considerarse como el primer teorema de lo que actual- 
mente constituye el cálculo diferencial. 


EJERCICIOS: 


Hallar el valor de y en función de 6 para todo punto de las siguientes curvas: 


"1. o=asen0. R: y=0. 
2. 0=asen0, R: y=31 0. 
3. (=acosec 6. R: $=2xa—0, 
4. 0% =a”cos 20. R: y =2u +99. 
a 1 
— —— R: = 1! —-0. 
ds y 1— cos8 y 2 


6. a _ Riw=-» 
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7 AA R: p=x—-. 
. — n . -—- n 
B. Q=2acos0. R: y=0 +23. 


Hallar la expresión de tg y en función de € para todo punto de las siguien- 
tes curvas y calcular y para el valor indicado de 0. 


9. (0=asen30, 0=;1 R: tg =31830. 
10 = asen 40 n= R: t 54 40 
. Q= ARG : EP= 58%. 
1 1 
M1. (24 cos20, 0=31 R: y=¿% 
12. q =2+sen0, 00. R: tgyw=2 
13. :0=20:0:=x R: tgy=x 
14. e=-$ 0=x. R: tey=—r. 
Hallar la expresión de q en función de 0 para las siguientes curvas: 
15. Q=asen0, R: y =20. 
16. Q=asec 0. R: 9=3x 
17. = a cosec O. R: p=0. 
18. 02%= a? cos 20. R: p= 38 +31 
a 1 
19, A E R: y=3)0. 
a 0 (a+ 1)0 
20. Q= asen" -. R: a 
21. 0=acosecn?. R: p= 22, 
22. p=2acos8, R: 9=20 +31 


(Obsérvese que los ejercicios precedentes pueden verificarse teniendo en cuen- 
ta la relación yw = q y — 0 y los resultados hallados para los ejercicios 1 a 8). 


23. Demostrar que para la curva 
Q = 2a (1 — cos 6) 


se verifica que 2p =0 y o=30 


24. Verificar que en la parábola 
Q = a sec? ly 
2 


se cumple la relación y +q=mx. 
Hallar la pendiente de las siguientes curvas en los puntos indicados: 


E R: — 1, 


25. =4 (1 — cos 0), 0=35 


cn 0=7x. R: 3. 
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0o=00, 0=x R e. 
Z T 
o= E, (5) =3 R: 2 

0 2 T 
o=:el% 0 =.0, R: 1, 


Demostrar que en los puntos de la curva donde la recta tangente es horizon- 
tal se verifica la relación 


d 
o cos O + sen 07 =0. 
(Apliquese la relación [2] de pág. 188). 
Análogamente, en los puntos donde la tangente es vertical demuéstrese que 


osen (O — coso =0 


Determinar los puntos en que la tangente es horizontal en la curva 


o = sen 28. 
R: 0%: 54%45”. 
¿En qué puntos de la curva 
o = cos 20. 
es vertical la recta tangente? 
R: 0%; 6554", 
u / 34, Demostrar que en la espiral hiperbólica 
Y v00=a 
3 es py =135* cuando 0 = 1 radián y que 
P y => 90” cuando la espiral se acerca asin- 
0 tóticamente al origen (9 —> 0). 
A 35. Demostrar que el ángulo « determinado 
por la intersección de 2 curvas dadas en 
0 (2) ds coordenadas polares está expresado por 
la fórmula 


Fic. VIL-13. it 
l + t8Wt8Y 


Hallar el ángulo de intersección de los siguientes pares de curvas: 4 
o=6c0s0; 0 =2 (1 + cos 0). R: 30*, 


o=4c0s0; 0=4 (1 — cos 0). R: 60”, 

0ocos8=6; o =1 + cos 0, R: 12%4”, 

o sen O = La; 0=asect 0, R: 45”, 

o=1—«cos0; 0=1 + cos 0, R: 90%, 

o=acos0; p=acos 20, R: 0?; Le: + 4551”. 


4 
Verificar que los siguientes pares de curvas son ortogonales: 


o=4c0s 0; y = 4 sen 0. 


o= 4+sen 8; p = 2 cosec O. 


1 1 
a da 22 
o = 4sen 70; Q = cosec 30. 
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MN e; q=e”. 
46. 0=asecth0; o = b cosect 50. 


1 3 
”. *=T—= cos 0* A 


48. 02c0s20 = a?; q? sen 20 = b?., 
49. 0% =2a" cos 20; 0=a 3 sec 0. 


50. Determinar la subtangente, subnormal, tangente y normal polar de la es- 
piral logarítmica 
e=ae"” (m >0). 
Verificar que esta curva corta al radio vector bajo un ángulo y constante. 
R: S.=5 S”,= ma; Tr=2 Vi+m; N'=0 V1+m8; 
1 
t = — = constante. 
Bv Sl 


31. Determinar la subtangente, subnormal, tangente y normal de la cardioide 
0 = 2a (1 — cos 0). 
1 


2 1 
30; WN =0 cosec 50. 


R: S;=0t830; S, =2asen 0; T' =0 sec 


52. Idem para la espiral hiperbólica 


E 
4 
R: T'=-— ya + 0?; N=IVB pe, S,=-—a; s=-+ 


8. APLICACIONES FISICAS 

EL CONCEPTO DE VELOCIDAD: Si un cuerpo se mueve describiendo 
una trayectoria rectilinea de modo que los espacios recorridos resulten 
proporcionales a los tiempos, se dice que el movimiento rectilineo es 
uniforme. En este caso se llama velocidad al 
cociente entre el espacio y el tiempo emplea- 
do en recorrerlo, 

Si el cociente entre el espacio y el tiempo 
no es constante, el movimiento se llama va- 
riado. Tal es el caso de un cuerpo que cae 
en el vacío atraido por la tierra (fig. 14, a). 
La lev del espacio s es en este caso 


o 
sel. 


O 
S) 


Fic. VIT-14. 


Considerando g — 10 m/s? resulta que el cuerpo recorre en el 
primer segundo 5m, en el segundo 15m, en el tercero 25m, etc.: 
¿qué debe entenderse entonces por velocidad del cuerpo? 


Representemos la función s = 38 t* en un diagrama cartesiano 


(t,s). Definimos como velocidad media en el intervalo (t,, ts) al 
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Sa — $1 ; 
aa Y PO velocidad en 
2 “1 


cociente 


el tiempo t, al 


Pero este límite, de acuerdo a lo 
visto anteriormente, es la derivada del 
espacio respecto del tiempo en el ims- 


Fic. VIL-15. tante f£;. 


? 


En el caso de la caída libre es v=S= gt. 


El espacio recorrido por el extremo de un resorte elástico (figu- 
ra 14, b) está dado por la fórmula s = A sen (wt + a), siendo 4, 0, 
a constantes. Si bien la trayectoria real es rectilínea, en un dia- 
grama (t, s) resulta una sinusoide (fig. 16). 


La velocidad será la derivada de s respecto de 1: 
v=Aucos (0 t + a). 


EL CONCEPTO DE ACELERACIÓN: Cuando la velocidad es variable 
con el tiempo, se define como aceleración 
media en un intervalo (t,, t») al cociente 
Va —U 6 ; 
a.” — 3 entre los incrementos de velocida- 
2 1 
des y de tiempos. La aceleración y en un 
I o instante f, es el límite de este cociente. 
o sea, la derivada de la velocidad respecto 
Z del tiempo. 
En el ejemplo de la caída libre es 


y=4=8 
Fic. VIL-16. y, por consiguiente, la aceleración es 
constante. 


En el ejemplo del movimiento elástico resulta m 


v=v= — Ao sen (01 +a)=-—0s; 
la aceleración es proporcional al espacio recorrido y de signo opuesto. 
OBSERVACIÓN: 


Más adelante generalizaremos los conceptos de velocidad y aceleración para 
el caso de trayectorias no rectilíneas. 


EJERCICIOS: 


1. La expresión general del espacio s, recorrido en un movimiento uniforme- 
mente variado, en función del tiempo £ es 


s=AR+B1S4C, 


4. 
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donde A, B, C son constantes. Determinar la velocidad y y la aceleración 
y del movimiento. 

R: v=241+B; y =24 =— constante. 

Un cuerpo arrojado hacia abajo con una velocidad de 30 m/s recorre el 


espacio según la ley 
s= 30: + 522. 


Determinar su velocidad en el instante 1 = 2s. 
R: v= 30 + 10t; v, = 50 m/s. 
Un punto se mueye según la ley 
s=8 — 612 + 12t; 
¿cuándo alcanza su velocidad el valor cero? 
Kit. 
Un punto recorre en línea recta la distancia s según la ley 
PR 30 — 16t. 
Determinar su aceleración y en el punto en el cual su velocidad se anula. 
R: y=8m/s. 
Idem para el movimiento que responde a la ley 
s= 18 — 41? — 31. 
R: 10m/s?. 


Demostrar que para que un cuerpo pudiera recorrer un espacio s de acuerdo 
a la ley 


5 
s=1? 


su aceleración en el instante inicial debería ser infinita. 
.2 
(Obsérvese que la aceleración es y =% 4 y véase qué pasa para t=0). 
Una pelota lanzada hacia arriba alcanza la altura 
h=6 + 241 — 512 


al cabo de t segundos. Hallar su velocidad v y su aceleración y cuando 
1=2. ¿Hasta cuándo continuará subiendo? ¿Cuál es el punto más alto 
que alcanza? 


R: v=4m/s; y =— 10m/8. 
Altura máxima en el instante ¿=2,4s igual a 34,8 m. 


Determinar la velocidad v y la aceleración y de los siguientes movimien- 
tos rectilíneos en los instantes indicados (trazar la gráfica en cada caso): 


s=8+2%-+5 para 1=3. R: v=29cm/s; y=18cm/8*. * 
=50- 041 para ¿=2, R: v=—92cm/s; y =— 9 cm/s?. 
$=- 8cos 51 para t=3 R: v=2cm/s; y=V3 cm/s?. 


=34 sonar para t=7 R: v=0cm/s; y = — 3A cm/s?, 
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19. s=5e2f para t=1. R: v=73,89 cm/s; y = 147,78 cm/s?. 
13. s=(2+3)2 para => R: v=16cm/s; y=8cm/8. 


9. VECTORES 
Si dados dos puntos A y B consideramos . > sólo la longitud del 


segmento rectilíneo AB, sino también la dirección (recta r que con- 
tiene el segmento) y el sentido 

-- 7 (indicado en la figura mediante 

a) B una flecha), tenemos caracteri- 


> 
zado el vector AB, que desig- 
naremos con el simbolo u (?). 
-- También se dice que si 
pr se aplica el vector u al punto A 
se obtiene el punto B, escribien- 

Fic. VIL-17. do entonces 


A+u=B o también u=B- A. 


Por eso se acostumbra considerar el vector como diferencia de 
puntos. 


El nombre de vector proviene del latin vehere (transportar, conducir) y fué 
propuesto por R. W, HamiLroN en 1855, 


Si al punto A le sumamos el vector 58 — A), obtenemos el 


punto medio M del segmento AB. Resulta M = A + S (B- A) = 


1 
3 (A + B). 
SA. 
A Pp Q B 
Fic. VIL-18. 


Si al punto 4 le sumamos 2 y E del vector (B— A), obtenemos 


3 
los puntos P y Q, que dividen a AB en 3 partes iguales. Así, es 
Q=A+Í(BA) EA 


(1) Suponemos conocidas por el lector las operaciones algebraicas efectuadas 
con vectores: suma, resta, producto por un número real, etc. 


A DS A a AS RN — 8 
E- TWw*"7 a. Y. ¡pe ho 
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Consideremos ahora un triángulo ABC. La suma z (AFBH+C) 


se puede escribir en cualquiera de las 3 formas idénticas 


(25a) 


3 2 
SJA+C 
=8B+5 | 5 B)> 
A+B 
SE al E - 0), 
2 Fic. 11-19, 


como se ve efectuando las operaciones indicadas. 
De acuerdo a los resultados anteriores estas igualdades expresan 
que las 3 medianas de un triángulo se encuentran en un punto O 


5 2 sl 
que está situado a 3 del vértice correspondiente. 


ExPRESIÓN CARTESIANA: Es muchas veces cómodo referir los vec- 
lores a un sistema cartesiano. Y 
Adoptando 2 vectores unitarios 
(es decir, de longitud 1), que 
llamaremos, respectivamente, 
I y J, sobre los ejes de abscisas 
y ordenadas, cualquier vector u 
se puede escribir 


L 
= xl + yJ. Fic. VIL-20. 


Si el origen del vector es O, origen del sistema de coordenadas, 
y el otro extremo es P, resulta que x e y son las coordenadas carte- 
sianas del vector P — O, 


El módulo p de este vector, que se designa con |[P — Ol, es, evi- 
dentemente, de acuerdo al teorema de PrrÁGoRas, 


e=|P-0|=y4XB2+ y, 


Si designamos con «q al argumento del vector, o sea, al ángulo 
que forma con el eje de las abscisas, resulta 


P-=0O=xI+yJ=0cosqI+ e sen pJ= e (cosp I + sen y J). 


Introduciremos ahora el concepto de producto de un vector por 
la unidad imaginaria i. Recordemos que es 2 = — 1 y que, repre- 
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sentado en un sistema cartesiano, el número i se caracteriza por tener 


módulo 1 y argumento 5 


El producto ¿u será un nuevo vector del mismo módulo que u 
y que ha girado respecto de éste 90% en el mismo sentido que debe 
hacerse girar el eje Ox para llevarlo a coinci- 
dir con el eje Oy, 

En particular. el vector J resulta ser igual 
a ¡IL El producto ¿J será ¿(11) =21= —1 

Entonces se tiene, para la expresión del 


vector P— O, R 
2 
P=O=xIl+yJ=0(cosql+snqgilD= ¿5 dl 
=p (cosp +1senqp)l=0|pl (*), Fic. VII-21. 


es decir. si se multiplica el vector unitario 1 que se encuentra sobre 
el eje de las x por un número complejo y |p de módulo e y argu- 


mento «, se obtiene un vector P— O que tiene ese módulo y ese ar- 
gumento, 

Si se multiplica un vector por el número complejo 1 |«p, se ob- 
tiene otro vector de igual módulo que resulta girado un ángulo q en 
el sentido positivo (contrario al de las agujas del reloj). 


p  EsempPLos: 
1%) Un punto P variable sobre una circunferencia de 
centro O y radio r tiene por ecuación 
P—0O=r (cos q + ¿sen q) l, 
con r constante. 


Evidentemente, es 
Fic. VIT-22, |» 0|=r. 


2%) La cicloide es una curva descripta por un punto P fijo sobre una circuntfe- 
rencia de radio r que rueda (sin patinar) sobre una recta. Con las nota- 
ciones de la figura 23, llamando «q al ángulo que forma el radio corres- 
pondiente a P con el radio correspondiente al punto de contacto T, se tendrá 
que la longitud del segmento OT será igual a la longitud del arco PT, que 
está dado por el producto del radio r por el ángulo qp medido en radianes. 


Calculemos los 3 términos del segundo miembro de la identidad 
P—O=(P=0) + (0—T) + (7 —0). 


(1) Recuérdese que hemos adoptado la notación el = 0(cos y + isen (p) 
en la página 12. Más adelante veremos que también se puede escribir gracia? a la 


fórmula de Euler, op =0 eto, 
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Resulta 


T—O=rwl, de acuerdo a la definición de cicloide; 
GC Pz; 
P=C=1(T —C) (cos q — ¿sen q), puesto que el sentido de (q es el con- 
trario al que se adopta como positivo para los ángulos. 
Podemos escribir, entonces, 
P=C=-— (C—T) (cos p— isen 4) = 
= —r JJ (cosq — ¿senq) = 
= — reos Y — rsen ql, 
y la ecuación vectorial de la cicloide resulta 
P-0O=i¡—rcosq J — rsen q 1) + (rJ) + 
+ (ry I)= 
=r (p —senq) 1 + r (1 — cos) J, 
y las componentes cartesianas serán, entonces, 
z=r(y — sen (p), 
y =r(l — cos). Fra. VIT-23. 


DERIVADA DE UN VECTOR: Si en el vector (P — O) = u conside- 
ramos el origen O fijo y el extremo P dependiente de un parámetro 
escalar q, tendremos un vector variable. al cual 
se pueden extender las definiciones de límite y 
continuidad. 

Así, lím u =a si se puede hacer |u—aj <e, 


con tal de tomar | — qu] < 9. En particular, si 
a =u (q), el vector es función continua de 
para q = qe. 

Para un vector u = P— O, función conti- 
Esc. VIL-24, nua de «(p, podremos definir la derivada respecto 
de «(p como el límite del cociente incremental 


A A 
» FP Nip 


Gráficamente, Au es el vector determinado por Jos puntos Po y 
Py correspondientes a los valores (po y (1 de la variable escalar. El 


Au só est : 
cociente o también un vector y la posición límite de este vector 


será un vector tangente a la curva P(q) y de módulo igual a 


lim | Au 


Ap 


FIeumMPLOs: 


1%) Si un punto P describe una circunferencia de centro O y radio r, su ecua- 
ción vectorial es 


P—0O=r (cos q + ¿sen qp) 1 
Derivando respecto de «q resulta 


dAP=0) _dP 


de ==" np +10) 5 
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que es un vector tangente a la circunferencia que se puede obtener a partir 


de (P — O) cambiando «(p por q + Za , 


Si el ángulo q fuera función de otro paráme- 
tro £ (tal como ocurre en el movimiento circular 
uniforme, donde el ángulo q es función lineal 
del tiempo 1), se puede calcular la derivada de 
(P— 0) respecto de £ en base a la regla de 
derivación de función de función. Si es q = Óf. 
con ( constante, resulta 


d(P— 0) dp de _ ( 1 
E de 7 =r (— sen q + ¿cos q) 0 


Este vector tiene como módulo el valor ro. 


Fic. VIT-25. 


2") Un vector tangente a la cicloide 
P-O=r(9—senq)1+r (1 — cosq) 3 
se obtiene derivando respecto de «.. Así resulta 


dP 
a — cos qp) 1 + r (sen q) 3. 


Un vector normal se obtiene multiplicando este vector tangente por 1; se 
tiene, entonces, 


a =r(1—cosq)¿1+4+ rsenqi =—rsenql +5 (1 — cos q) J, 
y como con las notaciones de la figura 23 es —rsenq = — PL; 
r(1 — cos q )= LT. resulta 

¿qP 

de =T -—P. 


De aquí surge la notable propiedad de la cicloide que permite trazar fácil- 
mente la tangente en cualquiera de sus puntos: la normal a la cicloide en 
un punto cualquiera P se obtiene uniéndolo con el correspondiente punto de 
tangencia de la circunferencia generadora. La perpendicular a la normal 
en P es la tangente. tal como se vió en la página 184, 


Hemos trazado un vector tangente y un vector normal en cuanto 
estos vectores tienen la dirección de la tangente y mormal, respectiva- 
mente, Se reserva el nombre de vector tangente 4 y vector normal n 
a sendos vectores unitarios que tienen, el primero, el sentido de los 
arcos crecientes. y el segundo, un sentido tal que forme con t un 
ángulo de 90” con la misma disposición que los vectores 1 y J. 


EJERrcICciO: 
Calcular el vector tangente t a la curva dada por la ecuación vectorial 
P-0O=co0s2t1 + 2c0s1 J 
l tós 1=% ¿= 
en los puntos 1=75 1=5* 
Hacer la representación gráfica y verificar que se trata de una parábola 


z mE: Tr : 
horizontal cuyo vértice corresponde a 1=5(1=— 1, y =0). 


1, FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES 


Consideremos una función continua y derivable y = fíx) defi- 
nida en un intervalo (a, g). Sea la gráfica una curva ABCDEG. Para 
un punto x, cualquiera del intervalo (a,b) el valor f(x,) es mayor 
que los valores correspondientes a abscisas x < x, y menor que los 
valores correspondientes a 1 > 11. Se dice entonces que f(x) es una 
función creciente en el punto x;. Cuando eso ocurre para todos los 
puntos de un intervalo se dice que la función es creciente en el inter- 
valo. En el caso de la figura la función es creciente en los intervalos 
(a,b) y (c,e). 


Y 


Fic. VITT-1, 


En el punto xs, f(x2) resulta menor que los valores correspon- 
dientes de la función para x < 12 y mayor que los valores de la fun- 
ción para 1 > tz en un cierto entorno de xs». Se dice entonces que 
la función es decreciente en el punto xs y en general que la función 
es decreciente en los intervalos (b,c) y (e, g). 

La condición de ser creciente o decreciente está vinculada al 


signo de la derivada. 
En efecto, considerando el cociente incremental en 


resulta, para el caso de una función creciente, de acuerdo a la defi- 
nición, que el numerador es positivo si el incremento Ah es positivo y 
que el numerador es negativo si el incremento Ah es negativo, En am- 
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bos casos el cociente es positivo y también lo es el límite del cociente. 
Por consiguiente, una función creciente en un punto tiene derivada 
positiva. 

Razonando en la misma forma se ve que una función decre- 
ciente en un punto tiene la derivada negativa. 


Y, Y 


Fic. VIIT2, 


2. MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS 


Cuando una función toma en un punto b un valor f(b), que es 
mayor que todos los valores de un cierto entorno de b, se dice que 
tiene allí un máximo relativo. Lo mismo ocurre para x — e (fig. 1). 

Cuando una función toma en un punto c un valor f(c). que 
resulta menor que todos los valores de un entorno de c, se dice que 
en este punto hay un mínimo relativo. 

El adjetivo “relativo” debe agregarse porque la simple inspección 
de la figura 1 muestra que hay valores [como f(d)] que son mayo- 
res que f(b) y otros valores [como f(a)] que son menores que f(c). 

En e la función de la figura alcanza su máximo absoluto, pues 
éste es el mayor de todos los valores de la función en el intervalo 
(a. g), y en a la función alcanza su minimo absoluto, es decir, al- 
canza un valor inferior a todos los valores que toma la función en 
el intervalo considerado, 

La derivada de una función en un máximo o minimo relativo es 
nula, pues si fuera positiva, la función sería creciente, y si fuera ne- 
gativa, sería decreciente. 

En cambio, para los máximos y mínimos absolutos no puede darse un criterio 
universal. Asi, en =a la función alcanza el minimo absoluto y la derivada es 
alli positiva (supuesto que la curva es “suave”, es decir, tiene un aspecto seme- 
jante al de la figura para x < a). 

La recíproca no es cierta: puede una función tener una derivada 
nula y tratarse de un punto creciente o decreciente, como lo mues- 
tran las funciones y, = 14% ya = — x* en el punto x=0 (fig. 3). 
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g 


Función creciente con derivada nula Función decreciente con devivada nula 
Fic. VITEL. 
DETERMINACIÓN DE MÁXIMOS Y MÍNIMOS: Una vez caracteriza- 
dos los máximos y mínimos relativos por la condición f'(1) = 0, mos- 
traremos cómo se puede distinguir analíticamente entre un máximo 


Y, 
B 5/ 
y 
) ; | 
| | 
! | 1 j | | 
| | | | 1 : 
| | ) y 1 | 
=> | 5" 
A% | | ¡er , 
IN! | Y 
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7-4 | » 17) 
Na | ¿ÓN MM 
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Pod 7 | | 96 
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| | | 7 Y 
A | | O: 
| ' | 
| ' i ¡ 
' | | 
(73 LOS? 
AT | 
Fic. VIIL-4. — Gráficos de f(x), f(x). f 12). 


y un mínimo considerando, sea el comportamiento de la función de- 
rivada, sea los valores de Ja derivada segunda. 

Procedamos por el momento gráficamente, dejando las demostra- 
ciones analíticas para más adelante. 

Sea una función f(x) como muestra el gráfico y construyamos, 
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- de acuerdo a lo visto en la página 137, las funciones f' (1) y f”(x) 
correspondientes a las derivadas primera y segunda. 

Si consideramos el arco ABC, vemos que la pendiente de la curva 
es positiva en A, se anula en B y es negativa en C, Esto lo muestra 
el arco A*B'C*, correspondiente a la derivada, que tiene ordenada 
positiva en a, nula en b y negativa en c. Por consiguiente, la función 
y' es decreciente para x = b y, por lo tanto, su derivada, es decir, la 
derivada segunda y", debe ser negativa. 


Así queda caracterizado un máximo relativo en un punto x= b: 
y = 0, qye < 0. 


Si consideramos ahora el arco CDE, observamos que teniendo 
pendiente negativa en C llega a tener pendiente positiva en E, anu- 
lándose en D. El arco correspondiente C'D'E' de la función derivada 
tendrá ordenada negativa para x = c, nula para x = d y positiva para 
x =e. Se tratará de una función creciente para x = d. Su derivada, 
es decir, la derivada segunda, debe ser positiva. 


La caracterización de un mínimo relativo tal como el que existe 
para 1 = d es 


y' = O, y” so 
OBSERVACIÓN: 


Y Ya hemos advertido que la sola con- 
dición y'=0 mo implica la existencia 
de un máximo o de un minimo. En la 
figura 4 puede observarse que en F la de- 
rivada es nula. Como la función es cre- 
ciente, la derivada en el arco EFG es 
positiva y sólo se anula en F, Luego, en 
la gráfica de y” el arco correspondiente 
E'F'G” debe tener sus ordenadas posi- 
tivas, excepto en el punto F”, donde es 
nula, Una curva tal también tiene la tan- 
gente en F* horizontal, es decir, la deri- 
vada de y', esto es, y”, también es nula. 
La circunstancia de ser, para z=f, 
y'=0; y" =0, no permite decir que 
en F haya un máximo o un minimo. 
Toda vez que para un cierto valor x, 
se anulen la primera y segunda derivadas: 
y' e y”, habrá que hacer un estudio 
más profundo con participación de otras 
derivadas de orden superior —como ve- 
remos en el $9 del capítulo IX— para 
caracterizarlo. 


e e o 


162 )1----- 
Fic. VIILS. 


EJEMPLOS: 


1%) Determinar los máximos y mínimos de la función 
y = 418 — 61? — 72r. 


VARIACIÓN DE FUNCIONES 


La derivada primera resulta 
y'= 121? — 12r— 72=12 (1? — 1-6) =12 (142) (1-3), 

que se anula para los valores 1, = — 2; 1, =3. 

Siendo la derivada segunda 


l, 
y” =12 (2x — 1), 
se tiene 
y”(x,) =r"(- 2) =-—60<0, 
y"(x3) =y"(3) =60>0, 
lo cual permite asegurar que la función tiene un máximo relativo en 1, = — 2 
(y, =88) y un minimo relativo en 1 =3 (y¿=— 162) (fig. 5). 
Y 2%) Determinar los máximos y míni- 


mos de la función 
y=3senx — 4cos x 
comprendidos en el intervalo 
0” < x < 360”. 

(Como se trata de una expresión 
periódica. con los valores en este 
intervalo se “agota” el conocimien- 
to de la función). 


Anulando la derivada 
Fic. VULSG. y'=3c0s1r + 4senx=0 


3 
resulta tg x= — q” o sea, los valo- 


res de z que anulan la derivada 
primera son x,=143%08'; x,= 
= 323*08'. Como y” = — 3senx + 
+ 4 cos 1 = — y, se tiene y” (1,) = 
=-—5<0; y” (12) =5>0. Lue- 
go, en zx, se tiene un máximo y 
en 7, un mínimo. 

3%) Dada una hoja cuadrada de lado 2a 
determinar las dimensiones de la 
caja de volumen máximo y de base 
cuadrada que con ella se puede cons- 
truir. 

Sabido es que para construir una 
caja a partir de la hoja cuadrada 
hay que trazar rectas paralelas a los 
lados a una cierta distancia x, doblar 
“a medio cartón” según estas rectas 
y recortar los 4 cuadraditos que apa- 
recen rayados en los ángulos de la 
figura, 

El volumen V de la cajita es igual 
al producto de la superficie de .la 
base por la altura, es decir, expre- 
sado en función de zx, 


V= (22 — 212. 1=$(2). Fic. VII. 
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4) 


A cada valor de x corresponde un valor del volumen. Si x=0, no hay 
3 a : 1 : 81 , 
caja y el volumen será nulo: f(0) =0. Si 1=5% será v=>35*. Si 
E | 
x=a, será nuevamente V —0, pero tampoco se logra construir una cajita 
cortando la hoja en 4 partes iguales. Se trata de determinar para qué valor 
de x es V =fíx) máximo. Calculando la derivada primera se obtiene 


f'(1) =2 (2a — 2x1) (— 21 + (2a — 21)2=4(a— x)(a— 31), 
expresión que se anula para 1, =4 y para 1, = za 
Evidentemente, para x, =4 se tiene un minimo y, por consiguiente, deberá 
encontrarse un máximo para y = Za Utilizando la derivada segunda se 
verifican estas afirmaciones, pues siendo f”(x) = 8 (3x — 2a) resulta f”(a) = 


=8 >0 y 1 (sa) = —84:< 0. 


RerraccióN DE La Luz: Consideremos 2 medios ópticos, 1 y TI, separados por 
un plano «a, en los cuales la luz 
se propaga con las velocidades v, 
y Uy. Se trata de determinar la tra- 
yectoria que debe seguir un rayo 
de luz para unir los puntos A y B 
de 1 y Il, respectivamente, emplean- 
do un tiempo extremo. Considere- 
mos como eje de las abscisas la 
traza de « y como eje de las orde- 
nadas la recta AO perpendicular por 
A a au. Las coordenadas de los pun- 
tos dados serán A(0, y,), Bla. Yo)- 
El punto P de incidencia al pasar 
el rayo de I a II tendrá las coorde- 
. Fic. VOLS. nadas (x, 0), siendo x variable. 


— 


, AP 
Para recorrer el trayecto AP la luz tarda un tiempo =>, Y Para recorrer 
75% 1 


B 
el PB tarda mó + El tiempo total empleado será 


AP PB 
a q q ee_> o ARA 


de modo que a cada valor x, es decir, para cada posición de P, se tendrá un 
tiempo t=fíx). ¿Para qué posición de P resultará f(x) extremo? Para el 
valor que anule la derivada primera, 
4 
> E: Ty — X 
fi = ———- = —_—_———— =0 
vy Va? + y? Lo Vx, — 024% 
Con las notaciones de la figura 8 esta relación se puede escribir 
1OP_ 1 PS 
D, AP. v, PB 
o. utilizando los ángulos ¿ y r que la normal n a a en P forma con las 
travectorias AP y PB, 
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25 Lo 
que suele escribirse 
seni_ Dy 
=—H=mn, 
sen y Da 


designando con n el indice de refracción del medio 1 respecto del medio 11. 


ACIONES: 


El principio que afirma que la luz recorre su trayectoria empleando un 
tiempo extremo es de Fernmar. En virtud de él resulta, como acaba de verse, 
la ley de la refracción de SwrELLIUS, 


Un problema análogo al de la refracción de la luz sería el siguiente: Si una 

A está en la costa 1 y en el mar Il se está ahogando otra persona B, 
¿cuál debe ser la trayectoria a seguir para acudir lo más rápidamente posible 
si en el medio 1 corre con la velocidad v, y en el medio 11 nada con la ve- 
locidad vz? A pesar de que la trayectoria rectilínea AB es la más corta, se 
emplea menos tiempo recorriendo la trayectoria APB, de acuerdo a lo visto 
anteriormente. 


Hallar los máximos y mínimos de las siguientes funciones: 


y=x?-— 12 +5. R: máx.: no tiene; min.: x=6. 
y=M— 2-2, R: máx.: z=0; mín.: == 
y=r2:y4-xE, R: máx.: no tiene; mín.: z=0, 
a 
y=—1x3B+4x—1. R: máx.: 2=3v3; min.: r=-—3V3, 
1 
MS ATA R: máx. 1=—1. 


Demostrar la relación 
(+1) (a+1—2) < ¿(04D 


Solución: Calculando el máximo de la función 
f(x) = (1+ 1) (a+ 1-— 1) 


resulta, anulando la derivada, 2 =a, o sea, z=30 


Para este valor de x es f(x) =; (a + 2)2. 


Determinar los máximos y mínimos relativos de las siguientes funciones: 


1 : ' 1 
1+n07(1-—2Dm2 R: máx: 1=-—3: 

2 
E. R: máx.: x= 3a; mín: z1=—Aa, 
Hallar los máximos y mínimos relativos de la función 


1 
p=rto 
Observar que el máximo es menor que el minimo. 
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Trazar el gráfico correspondiente. 
R: En x=— 1 se tiene el máximo y =—2. En x=1 se tiene el míni- 
mo y =2, 
Probar que la función 

y =107% + 1275 + 1571 + 208 — 15 
tiene un mínimo en el punto x= — 1 y ningún otro punto extremo. 
Probar que los valores extremos (máximos y minimos) de la expresión 

y =acosx + bsen x 


son y= + ya? + b?, 


Nótese que la derivada es nula para 12=5| 


Demostrar que la razón r entre el logaritmo de un número x y el mismo 
número es máxima cuando ze. Representar gráficamente r en fun- 
ción de x (fig. 9). Y, 


cr 


| 


Hallar la mínima ordenada de la curva 468 
y=xewv, 

Trazar la gráfica correspondiente. 

R: y=-—el= —0,36. 


Hallar la mínima ordenada de la curva % 


% A Y 


y 


Els criticas 


y=x:lnx. 


R: y=-—e1=-— 0,36. 
d 0 Frio, VIIL9. 


Determinar la máxima ordenada de la función 
VEB, 
R: y =e1 =0,36. 
Demostrar que la función 
y=sen (1 — 4) cos (1 — PB) 
es máxima o minima para 


9 
según sea n par o impar. 
Solución: La condición de punto extremo es 
y'=c0s (1 — 4) cos (1 — $) — sen (1— a) sen (1—f) = 
= cows (1— a + x—B) =co0s [27 — (a + f8)] =0. 
Esta ecuación se verifica para 


1 1 1 
1=3 (a + $) F¿A+gna 


Cuando n es par, 2k, la derivada segunda, 
y" = —2sen [27 — (a + f)], 
es negativa y tenemos puntos máximos. Para n impar, 2k + 1, la derivada 
segunda es positiva y tenemos puntos minimos. 
Demostrar que el minimo de 
v=aChx>+bShx (a > b) 


es Y al — b?, 
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Y 
; TND e 
- MÁximos Y MÍNIMOS DE UNA FUNCIÓN RACIONAL: Para hallar los === 
y mínimos de la función 
— P(2) 
Q(z) 


que determinar los valores x que anulan la derivada primera 


pa 


Y Q? 
, por consiguiente, que verifican la relación 
P'Q — PQ' =0. [1] 


La derivada segunda es 
AAA ES 20Q(P'Q — PQ) 
En los puntos extremos, en los cuales se verifica [1], resulta 


” P"Q ES PQ” $ . * ... 
y" = ——— y siendo el denominador esencialmente positivo, 


el signo de y” es el de la diferencia 


P"Q = PQ”. [2] 
EsempLo: 
2 

Hallar máximos y minimos de la función y = AS 
Siendo 

P =32+71+7, Q =2+x1+1, 

P' =6x2 +7, Q' =2r+1, 

P=% Q”=28, 
resulta 


P'Q-PO'= (6 +7) (12+2+1) — (B32+72+7) Q1+ 1) = 
= — 412 — 8x2 = — 4x (1 + 2), 


que se anula en 1, =0, x= — 2, 
Formamos ahora 
P"Q-—PO"=6(12+x+1) -2(30%4+ 7247) =-8r-—8= 
=-—8(1+1), 
que es negativa para x, y positiva para 29. Luego, en 1, = 0 se tiene un 
máximo y en 1 = — 2 un mínimo. 
EJERCICIOS: 
1. Verificar que el máximo y el minimo de la función 


z 
"21440 (+2) 
se obtiene en x=2 y x=— 2, respectiyamente. 
2. Verificar que la función 
—_ te +132 
— (x—1)3 
tiene un máximo en 1=—1 y un mínimo en 1=— 5, 
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Determinar los máximos y minimos de las funciones 


li+xa 4 E 
3 dara” Y R: mm,: 1=3> 
2 
4. — lla R: máx.: z=1; mín: z=-—1. 


PROBLEMAS SOBRE MÁXIMOS Y MÍNIMOS: 
t. Dividir 16 en dos partes tales que su producto p sea máximo. 


Solución: Si una de las partes la designamos con x, la otra será 16— x; 
luego, p =x (16 — 1): la condición de máximo exige que sea 
p'=16—2r=0, 
o sea, 
x=8, 
es decir, debe dividirse el número en partes iguales. 
2. Dividir el número a en dos partes tales que su producto sea máximo. 
R: Las dos partes deben ser iguales. 


3. ¿Cuándo es minima la suma de un número x y del cuadrado de su reciproca? 


+= 
R: z= Y2, 

4. Demostrar que el rectángulo de mayor área que puede inscribirse en un 
circulo dado es un cuadrado. 
Solución: Teniendo en cuenta que es 12 4 y2— 4R2 y que el área es A = 1y, 
será 42=x22%y2=x2 (4R*— 22%), y el máximo del cuadrado del área, y 


por lo tanto del área, se encuentra para z=y=Rv2. (fig. 10). 


A DA 


e E e at 


Fic. VIIL-10. Fic. VIIL-11. 


5. Se considera que la resistencia de una viga rectangular es proporcional a 
la buse b y al cuadrado de la altura Ak, Hallar las dimensiones que debe 
tener una viga que se extrae de un tronco cilíndrico de radio R para que 
la resistencia de la viga sea máxima (fig. 11). 


Solución: La resistencia es una función 

f = kbh?, 
con k constante, en donde las variables b y h están ligadas, de acuerdo al 
teorema de Pitágoras, por la relación 

b2 +4 h? = 4R?2, 
Resulta entonces 
f = kb (4R2 — 3), 

función de b exclusivamente. 
La anulación de la derivada de f respecto de b se verifica si es b2=4R? : 3, 


10. 


11.. 
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o sea, b=2R 3 y para h se tiene entonces a=0R]/3. 


Entre todos los rectángulos de perímetro constante 2p demostrar que el de 
mayor área es el cuadrado. 


Solución: Sean x e y los lados del rectángulo y 2p el perímetro: 
2(1+ y) =2p, osea, y=p-—1; 
A=zxy=x(p-—2x)=p1-— 22. 
La condición para que A sea máximo es 
A'=p-—2r=0, 2=>3p=7. 


De una pieza de cartón rectangular de lados a=25cm y b=10cm se 
cortan en las esquinas cuadrados de lados x para hacer una caja. ¿Cuál es 
el valor de x que hace máxima la capacidad de la caja? 


R: 2=5(04+b-vV2 + b2 — ab) — 2,2, 
En una viga sometida a una determinada distribución de cargas y apoyos el 


momento flector es M =3Wz (1— x). ¿Cuál es el valor de x que hace 


máximo el momento? 

1 
Ne == e 
Si un proyectil se dispara desde el origen de coordenadas en una dirección 
tal que forme un ángulo a con la horizontal, describe una trayectoria dada 
por la ecuación 
__ gr 
— 20, cos? a 
Se desea saber el valor de a para que el alcance del tiro sea máximo. 


Y — 1Itga. 


R: a =3m 


[Hállese el alcance x, del tiro, o sea, el valor x para y = 0, y estúdiese la 
f(a) que resulta]. 
Hallar, entre todos los sectores circulares de igual perímetro, 2p, el que 
tiene mayor área. 
Solución: Llamemos a al ángulo central (medido en radianes) y r al radio 
(desconocido) del sector circular; su perímetro 2p está dado por 

2p = 2r + ra. 
El área A del sector es 


1 1 2p — 2r 
=-=r2a ==r2l lA lIl=rp= pr 
A=0 3” ( : ) rp—r 


Para que el área sea máxima, A' (r) = 0, que se verifica si r =3p» es decir, 


el sector circular de perímetro dado y área máxima es aquél cuyo radio es 
un cuarto del perímetro, 


Un jardinero construye un jardín en forma de sector circular de perímetro 2p 
igual a 30m. ¿Cuál es el jardín de mayor superficie cubierta? 
R: Radio del sector, 7,5m; longitud del arco del sector, 15m. 
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Hallar el número N tal que la diferencia con su cuadrado sea máxima. 


1 

R: N= y 

13. Un triángulo rectángulo gira alrededor de uno de 
sus catetos, engendrando asi un cono circular recto. 
¿Cuál será el volumen V del mayor cono que pueda 
generarse con un triángulo cuya hipotenusa mide 
6 cm? 
Solución: Si designamos con r el radio de la base 
del cono y con zx la altura, resulta 3V =x7?x; 
como es r2 = 36 — 172, habrá que hallar el máximo 
de la función (36 — 1%)x = 36x — 1%, La deriva- 
da de esta función se anula para -= 2 V3, con lo 
que resulta r=2 V6 y V = 161 V3, 


Fic. VIT-12. 


Fxrc. VIIT-13. Fic. VITT-14, 


Para hacer un filtro cónico se pliega un papel circular. Siendo R el radio 
de dicho circulo, ¿cuál será la altura k y el radio r del cono que hace miá- 
ximo el volumen? (fig. 13). 


R: h=3V3R; ye ¿VER (Mostrar que el ángulo central es de 2957”). 


Un rayo de luz sale de un punto A, incide en un punto P de un espejo plano 
y se refleja pasando por otro punto B. Probar que el recorrido AP + PB 
será minimo cuando el ángulo i, que forma el rayo incidente con la normal 
al espejo en el punto P, sea igual al ángulo r, que forma dicha normal con 
el rayo reflejado (fig. 14). 


(Exprésese el camino del rayo de luz en función de las constantes AA” y 
BB" y de los ángulos i, r. Téngase además en cuenta que l está vinculado 
con r por la relación A'B*"— AA'tgi + BB'1g r). 


Una fuerza F varía con x de acuerdo a la ley 


Ke 
FE = —_—_—_—__————-, 


3 


donde r es un valor que consideraremos constante. Probar que la 


+ 


va 
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de 


1 

45 máxima cuando 1 =——. 
rectángulo tiene dos de sus vér- 
f sol bre el eje de las x. Los otros 
e las rectas de ecuaciones y = 1; 
+ 5x= 20. Hallar el valor de y 
el cual el área A del rectángulo 
máxima (fig. 15). 
lución: Sea ABCD el rectángulo 
uscado, El punto A tiene coorde- 

Ís (x, 0). El punto B tiene 
ordenadas (x, x) por hallarse 
bre la recta y=x. El punto € 
ene ordenada x, y por hallarse 
obre 51+4y=20 su abscisa 


1 - (20 — 4x). Las coordenadas de 
ud 7 Fic, VHI-15, 
) son, finalmente, E (20 — 4x); o| 


D 


a del rectángulo es 4D - AB =|; (20 — 41) — .| x, y esta expresión 


. . . 1 
04 máxima si su derivada es cero: +— zz — 27 =0, 0 Sea, Y= . A 


Experimentalmente se hicieron las siguientes medidas: 2¡, Ty. Ty, Y, Para 
una cierta longitud z. Admitiendo que el valor más probable de x es el 
“que hace mínima la suma de los cuadrados de los errores de cada medida 
(mínimos cuadrados), demostrar que ese valor es la media aritmética de los 
va Ores medidos. 
'Generalización para n medidas. 
Solución: Sea x el valor más probable; debe ser tal que se cumpla 
Fi) = (1, — 1324 (2, — 1292 + (23 — 2)? 4 (2,—x)? = minimo. 
La anulación de la derivada 

: Pa 
MI <= 2 +0) + (m2) + (> 1) 


POE 
de la condición de minimo 


1 
á «| E O 
En general, resulta 
n 
eS L;¡. 
Ro-1 


19. Entre ciertos límites se toma como válida la ley de Hooke sobre deforma- 
ciones elásticas: “Las tensiones son proporcionales a los alargamientos de 
ona barra elástica; YT = Kx”. 
Experimentalmente se obtuvieron los siguientes datos: 
Para T,=12kg,  x,= 10,50 cm; 
para T,=20kg, x,=17 cm; 
para T¿=2% kg, 1=2 cm. 
Calcular el valor de K sabiendo que el más probable es el que hace mínima 
la suma de los cuadrados de las diferencias (7 — Kz). 


O E Ss CFPS —»-» BI DEA 
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21. 


23; 


R: K= 1,12 kg/cm. 


(Procédase como en el ejercicio 18, teniendo en cuenta que la variable es XK). 


Un tambor cilíndrico de chapa, cerrado, sirve para contener un determinado 
volumen de líquido. Demostrar que el gasto de chapa necesaria para hacerlo 
será minimo cuando la altura del mismo iguale a su diámetro. 


Una página se escribe con un texto de área de 54cm2, dejando arriba y 
abajo márgenes de ancho igual a 
2cm y lateralmente márgenes de 
ancho de 3cm. ¿Cuál es el tamaño 
de la hoja más económica? 

R: x= 9 em. es decir, la hoja debe 
ser de 15cm por 10cm (fig. 16). 

22. La superficie lateral de un cilindro 
es de 8x1 cm?, Se extrae del cuerpo 
dado una semiesfera cuya base coin- 
cide totalmente con la del cilindro. 
Hallar la altura A y el radio r de la 
base del cilindro de manera que el 

Fxc. VIIL16. volumen restante sea máximo. 


R: r=V2; h= 22. 
Un cartel tiene sus bordes superior e inferior a la altura a y b, respectiva- 
mente, con respecto a la visual horizontal de un hombre. ¿A qué distancia 
d debe colocarse éste de la pared para que 


el ángulo visual determinado por el ojo y y 
los bordes sea máximo? 
R: d= yab. 
[Con las notaciones de la figura 17 exprésese 
tg (a — f$) en función de a, b, d; a—f 
será máximo cuando tg (a — fB) lo sea]. 

E Fed 
174 

e 
A 15) 


AA 
AB=CD= DE 

Fic. VIH-17. Fic. VIN-18. 
Una ventana, cuya forma es la de la figura 18 tiene-8,5cm de perimetro. 
Calcular sus dimensiones para que la entrada de luz sea máxima. 
R: AB=2m; BC= 1,25 m. 
Se desea recubrir de mármol un monumento como el de la figura 19 de volu- 
men total igual a 3,16 m%. ¿Cuáles deberán ser las dimensiones para que el 
costo sea minimo? 
R: x= 2m. 
Demostrar que el rectángulo de perímetro dado que tiene la diagonal más 
corta es el cuadrado, É 
En un campo se quiere limitar un área de 864m2 por medio de un cerco 
rectangular que además tenga una valla divisoria —de partes iguales — 
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paralela a uno de los lados del cerco. ¿Cuáles son las dimensiones más con- 
venientes para que el gasto sea mínimo? 
R: 24m x 36m. 


Hallar el cilindro de menor superficie total 
para un volumen dado. Probar que esa su- 
perficie es 1,145 veces la de la esfera de 
igual volumen. 


La suma de las longitudes de las aristas de 
un prisma recto de base cuadrada es un valor 
constante c. ¿Cuáles deben ser las dimen- 
siones de las mismas para que el prisma 
tenga volumen máximo? 

R: Deben ser iguales. 


x= AB=BC =VE = VF 
Fic. VIMI-19, 


Demostrar que el mayor rectángulo inscrip- 
tible en un triángulo dado tiene su área 
igual a la mitad de la del triángulo, 


Se inscribe un rectángulo en un triángulo rectángulo de manera que uno 
de los ángulos del primero coincida con el ángulo recto; demostrar que su 
área será máxima cuando el vértice opuesto al ángulo coincidente bisecte la 
hipotenusa del triángulo. 

(Apliquese la propiedad demostrada en el ejercicio 30). 


A un tanque troncocónico hay que adaptarle en el interior un recipiente de 
forma prismática de sección cuadrada, Siendo la al- 
tura del tronco de cono de 31m y los radios de sus 
bases 0,5m y 0,8m, ¿cuál es la altura del prisma 
de volumen máximo? 


Solución: Sea r el radio de la sección correspondiente 
a la altura A del prisma. 


Con las notaciones de la figura resultará de acuerdo 
a los teoremas de semejanza de triángulos y a las 
propiedades de las proporciones: 


VO _ 08 
VO" 05 
y 
VO-VO" 603 
vo 0.8 
o sea, 
—8 mtrs 
vO=3 (VO — VO") =300 =33=8. 113 
Por otra parte, 
vo _ 08 
TWA + 
de donde 
VO-VT_ 08—r 
VO "0 
o sea, 


0,8 — r 
Fic. VITI-20. e 0,8 
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e introduciendo el valor hallado para VO en [1] resulta 
0,8 —r 
0,8 
El lado 1, del cuadrado inscripto en el círculo de radio r es igual a rvh. 


El volumen del prisma de base cuadrada de lado l, y altura Ak es entonces 
V=HB -h=2 (8 — 10r) = 4r2 (4 — 5r). 


h=38 = 10 (0,8 — r) = 8 — 10r. 


Para que sea máximo, 
V'=8r (4 — 5r) — 20r2 — 4r (8 — 15r) =0, 
de donde 
r= om y h=2,66m. 
33. ¿Cuál es el radio r y la altura A del cono recto de volumen mínimo circuns- 
cripto a una esfera de radio R? 


R: r= VOR; h=4R. 

34. Un barco X se halla a 100 km al sud de otro barco Y. El primero navega 
hacia el norte a razón de 32 km/hora y el segundo 
hacia el este a razón de 55 km/hora. ¿Cuándo será 
minima la distancia entre ambos barcos? 

Y Solución: Supongamos que cuando los barcos se ha- 
llen en las posiciones xy e yy comience el movi- 
miento (1, = 0). 

(1 Al cabo de un cierto tiempo, 2 horas, el barco X 
ha recorrido hacia el norte el espacio a = 32t y el 
barco Y hacia el este el espacio b= 55t. Sabiendo 
que 2 Y, = 100 km, el cuadrado de la distancia d, 
en el instante t, entre ambos barcos es 

a d?= (100 — 324)2 + (551)2=f(t). 
Lo ro. 
Para que sea minima debe tenerse 


Fic. VIIT-21, f'(t) = — 64 (100 — 321) + 60501 = 0, 
que se verifica para t = 471258, 
35. Se inscribe un cilindro de radio r en un cono circular recto de altura Ak” y 
radio de la base R. Demostrar que el volumen del cilindro es máximo cuando 


su altura h es 5 de la del cono y que el volumen vale 3 del volumen del cono. 


h' R 
36. Un cuadrilátero tiene sus lados a, b, e y d dados en un cierto orden; su área 


será máxima cuando sea inscriptible en un círculo. 
Solución: El área $ del cuadrilátero es (fig. 22) 


| Recuérdeso la propiedad E = qe a ] 


1 
S=3ab sen B + od senD, [13 
con a, b, c y d fijos y B y D variables. 
Pero 
AC? = a? + b? — 2ab cos B 
ho 


AC? = 2 + d? — 20d cos D, 
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PI 2 DB = + de — Led cos D, 


E Aa+tltl2a-d ed 

9 yn + 5 cos D. [2] 

Vista expresión tiene sólo como variable a D. 
ado con el acento la derivada respec- 


to de D resulta: 


d 
—senB-B'=—senD, 


donde 
, ed senD 
IN [3] Fic. VIIL-22, 
La expresión [1] del área del cuadrilátero aparentemente depende de 2 


variables: B y D, pero en virtud de [2] en realidad depende de una sola 
variable: D. Si anulamos la derivada S” teniendo en cuenta [3], tendremos 
la condición de máximo o mínimo 

cd snD 1 


1 1 1 
0! = . t — =- e 0 con. — e 
a B + ed cos D 3% cos B AA + ¿ed cos D 


= 30d (sen D - cotg B + cos D) = 0, 


de donde 
y sen D » cotg B= — cos D, 
es decir, 
cotg B= — cotg D, 
lo cual implica la relación 


B+D=— 180", 

que es precisamente la condición de inscriptibilidad. 

Que se trata de un máximo y no de un mínimo es inmediato, pues éste co- 
rresponde al caso S = 0 que se obtiene cuan- 
do los 4 lados están sobre una misma recta. 

37. Dados una línea recta r y dos puntos A y B 

exteriores a ella, se desea hallar el punto P 
de r tal que la suma s= AP? + BP? sea 
minima. 
R: P debe ser el punto medio de la proyec- 
ción del segmento AB sobre r. (Téngase en 
cuenta que la proyección de AB sobre r y 
las distancias de los puntos A y B a la 
recta son constantes). 

38. Hallar el minimo cuadrado inscriptible en 
otro dado y el máximo circunscriptible. 
Solución: Llamemos 1 al lado dado y sea a 
el lado del cuadrado inscripto. En la figu- 
ra 23 se ve que 

a=x32-+ (1 — 2)?, 

o sea, el área A del cuadrado inscripto es 

A =x1? 4 (1 — 1)?. 


Fic. VII-23. 
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Para que ésta sea mínima, 
A'=2—2((—2)=0, 

de donde 

1 

a=<l, 

2 
De esto se deduce que los vértices del cuadrado de área minima inscripto en 
otro dado son los puntos medios de los lados de éste. 


Designemos con b el lado del cuadrado circunscripto; se tiene entonces que 
b=SB + BU=SB + SA = y + VB — y?, 

de donde resulta que el área A, del cuadrado circunscripto está dada por 

Para que A, sea máxima debe ser 


ay? 
4:=2YB=A-—_= =%4; 


O sea, 
(B2— y?) —y2=0, 
o bien, 


1 
y =5 VA. 


Pero 


es decir, SA =SB = BU y B es el punto medio de SU. 


Sabiendo que la intensidad luminosa / sobre una superficie es inversamente 
proporcional al cuadrado de la distancia a la fuente de luz y directamente 
proporcional al coseno del ángulo que forman los rayos con la normal a la 
superficie, hallar a qué altura h del piso debe situarse un foco F sobre la 


pared para que la iluminación sea máxima sobre un punto P del piso situado 
a distancia a de la pared. 


qe Solución: 
cos « 


I=k E 


d (k: constante). Pero 
h 


Vh? + a? 


e 
cos uu =-= 
Y 


poo 


P Luego, la función / se puede escribir 


Q ; 
Fic. VIIT-24, : I=kh (a + 12y a 


La anulación de la derivada de 1 respecto de h se verifica para h=a: 2 
o. lo que es lo mismo, para au — 5444". 


Suponiendo que la potencia W suministrada por una pila de Volta sea RIP, 
E 
R>+r 


corriente que produce, E su fuerza electromotriz y r la resistencia interior de 
la pila. determinar para qué valor de R es máxima W. 


R: R=7. 


donde R es la resistencia del circuito, /= es la intensidad de la 
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Altamira llamar ventana normanda a la que resulta de sumar un 
O con un semicírculo en la parte superior. Si se conoce el perímetro 
o dicha ventana, ¿cuáles deberán ser sus dimensiones para que la entrada 
de luz sea máxima? 


2p Pp 
! Long. base rect.: 4% a 


tráza por un punto A interior de un círculo de radio r una cuerda PQ. 
mostrar que la suma s de los cuadrados de los segmentos PA y AQ es 
mima cuando la cuerda es normal al diámetro que pasa por A y máxima 
lo la cuerda coincide con el diámetro. 


A 
Solución: Llamemos a al PAO. 


; Long. altura rect.: 


En el APAO, 

pi = AP? + AO? — 24P + AO » cos a. [1] 
En el AQAO, 

1 AQ? + A02 + 240 - AO- cos dí. [2] 


Sumando, 
212 =s+2- 402 + 2. AO cos a (AQ — AP), 
de donde 
4 =2 (1? — AO?) —2- AO cosa (AQ — AP). [3] Exc. VIII-25. 
Restando [1] y [2], 
0= AP? — AQ? — 2- AO cos a (AP + AQ), 
LO sea, simplificando (AP + AQ), 
AP — AQ = 2-+ AO cos au. 
Reemplazando en [3] resulta 
s=2 (12 — AO?) + 4 - AQ? cos? u. 
Derivamos respecto de «, única variable de esta expresión, 
s' = — 8» A0? cos a sen a = 0. 


é 1 E = : , 
Las soluciones u = 7" y u=0 verifican la ecuación; la primera da el s mi- 


nimo (AOL PQ) y la segunda el s máximo (AO / PQ, o sea, PQ es un 
diámetro). 

Por un punto P(a,b) pasa una recta de pendiente m (variable) que corta 
a los ejes en los puntos A y B, respectivamente. ¿Cuál debe ser el valor de 
-m para que 

a) El área del triángulo AOB sea mínima? 

b) La longitud AB sea minima? 

c) El valor OA + OB sea minimo? 

d) La distancia de O a la recta sea mínima? 


1 1 
R: a) PP. > b) m= (-5) :c)m=— (2) d) a ss 
a a a b 


4. Dado un triángulo del que se conocen la base b y la suma s de los otros 
dos lados a y c, probar que su área es máxima cuando a y c son iguales. 
[El cuadrado del área A2 es, de acuerdo a la fórmula de Herón, con 
a+ b4+c=2p y a4+c=s, 

A2=p(p—a) (p—b) (p—c) =p (p—b) (p—a) (p—s + a); 
ésta es una función de la única variable a. La anulación de su derivada 
respecto de a da a=c, es decir, se trata de un triángulo isósceles]. 
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Un canal abierto cuyos lados tienen una inclinación de 45? tendrá 16 m2 
de sección. ¿Cuáles serán las dimensiones del canal para el caso de que la 
altura h sea mínima? 


Solución: Perímetro p del canal abierto: 


p=b+42Vh? + H=b + 22h, (1) 


Area de la sección: 


A=3 (0442) h= Ze b Ah 
= (b + h)jh= 16, 
o sea, 4% ; p 
VES 16 h 
=7 2% 5 
Reemplazando en [1], Fic. VIL-26. 
p=7—h+2V8H=2 + (2 V2—1)h. 


Para que esta función de h sea minima derivemos 


Ñ 16 
Pp =—>3¿+2V2-1=0, 


que se verifica para h — 1,7. 

Una boya formada por dos conos rectos de hierro unidos por sus bases debe 
construirse con dos placas de hierro circulares de radio r. ¿Cuáles serán 
las dimensiones de la boya de volumen máximo? 


R: Altura total=B>, radio de las bases = y0,66 r. 


La velocidad y de una onda de longitud A en agua profunda está dada por 
la fórmula 


o= + 


donde a es una constante, ¿Cuál es el valor de % que hace mínima la 
velocidad? 

R: ¿=a. 

Dados dos puntos luminosos A y B de intensidades i e ¿', situados a distancia 
l uno del otro, hallar el segmento AB, en el cual la iluminación es mínima, 
sabiendo que la iluminación de cada foco está en razón directa de su inten- 
sidad y en razón inversa del cuadrado de la distancia. 


¿ l g 
A 2 B 


Fic. VIIL-27. 


LY ki 
Mi == AL siendo h y k' las constantes de proporcionalidad. 
VA 1 + Vk 


Un triángulo idol de perímetro p (constante) gira alrededor de su altura 
engendrando un corno. ¿Cuál será la longitud de la base b cuando el volu- 
men del cono sea máximo? 


2 
R: b =>p 
D 
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1 allar sobre la recta y=x un punto P tal que la suma de los cuadrados de 
ús distancias a los puntos 4(2,0), B(0,b) y C(—a,0) sea minima. 


ñ de 1 

P (o ) . 
5 un punto A(a,0) sobre el eje de la parábola y%= 2px determinar 
es el punto P de ésta más próximo a A. 
| Xp = 4 — p. 
Basta hallar el mínimo del cuadrado de la distancia d2 entre A(a,0) y 
Plz, y), o sea, de d2=y* + (a— 12)?= 2px + (a— 1)?]. 
+ el rectángulo de área máxima que puede inscribirse en la parábola 
y =4Ax si el lado más alejado del vértice de la parábola está a distancia 


di = 6u de él. 


Mi Area= 16 Y/2?. 

Son Q(x,, y,) el punto de la curva y =f(x) al cual la distancia d desde un 
“punto cualquiera P(a, b) es máxima o minima. Demostrar que la recta de- 
terminada por los puntos P y Q es normal a la curva. 

ción: La distancia de P a un punto cualquiera de la curva es 


| 2=(1—a)2+ (y —b)2=4(2). 

Esta será máxima o mínima cuando f'(x) =0, o sea, cuando 
, f(x) =2[(2—a) + (y —b)y']=0. 

La abscisa del punto Q será entonces 

1, =4a— (y, — b) y, 


La recta determinada por los puntos Pía. b) y Q(x,.y,) tiene la siguiente 
ecuación: 
1 a 
yr===t+(b4> 
71 yy 


cuya pendiente es precisamente la de la normal a la curva en el punto Q. 
Hallar el mayor rectángulo inscriptible en la elipse 


e? A 
ab” 


Fic. VIII-28. Fic, VIUI-29, 


Solución: Sean (x.y) las coordenadas del vértice P del rectángulo; su área 
Á será A=4xzy, pero x e y están vinculados por la ecuación de la elipse, 
donde 


y=-vVal — x?, [1] 
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Entonces 
A=4x o va — al, 
o bien, 
a = 22 (aa? — 11) =H(2); 


para hallar el máximo de esta función debe ser f'(x) =0, y ello se verifica 


para 214? — 418, o sea, ¿=YZ, y a partir de [1], PEN Luego, el 
rectángulo de mayor área nferipeble en la elipse dada tiene 2 lados iguales 
a Vla y V?b. (fig. 28). 

55. Si A es el área de un rectángulo dado, ¿cuál es el área A, de la elipse mi- 


nima que puede circunscribírsele? 


R: A; =1x4. 


56. Se inscribe en la elipse b212 4- a?y2 — a?b? un triángulo isósceles con vértice 
(0.b1. ¿Cuál es la ecuación de la base del triángulo de área máxima? 


1 ze é 
R: y = — zb, con las notaciones de la figura 20. 


57. La suma de las superficies de una esfera y de un cubo está dada. Demos- 
trar que la suma de sus volúmenes será mínima cuando el diámetro de la 
esfera sea igual a la arista del cubo. 


3. CONCAVIDAD, CONVEXIDAD E INFLEXION DE LAS CURVAS 


Se dice que una curva tiene su concavidad hacia el eje de las y 
positivas en un punto zo cuando está por encima de la tangente a la 
curva en ese punto. Tal es el caso de todos los puntos del arco ABC. 


y 


1) 


Fic. VITL30. 


Como la pendiente en A es negativa, en B es nula y en C es positiva. 
esto significa que la derivada y” es creciente, pues pasa con continui- 
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de valores negativos a valores positivos. Siendo y?” creciente. su 
da y” debe ser positiva. 


Una función que tiene su concavidad hacia el eje de las y posi- 
s tiene en esos puntos la derivada segunda positiva. 


Y 


Análogamente, en el arco CDE la curva está por debajo de la 
gente; se dice que es convexa o que tiene su concavidad hacia el 
de las y negativas; la derivada y” es decreciente y, por consiguien- 
. su derivada y” es negativa. 


Una función que tiene su concavidad hacia el eje de las y nega- 
livas tiene en esos puntos la derivada segunda negativa. 


Un punto como el € de la figura 30, en donde la tangente atra- 
viesa a la curva, se dice que es de inflexión. Allí la derivada segunda 
debe ser nula, pues si fuera positiva, sería cóncava hacia el eje de 
las y positivas, y si fuera negativa, sería cóncava hacia el eje de las 
y negativas. 

La afirmación recíproca no es cierta, pues una función puede 
tener derivada segunda nula en un punto y no poseer allí un punto 
de inflexión. Así, la función y = x* tiene y” = 12x?, que se anula 
en el origen, y allí la función tiene un mínimo. Lo que sucede es 
que y!” = 24x también se anula en el origen. 


En general, si en un punto es y” = 0 e y'” 40, habrá inflexión. 


EsempLos: 


1% Determinar los puntos de inflexión, la concavidad y la convexidad de la 
función 


Como es 


2. 210 $2). 
a+ 


n_ 8x (12— a?) 
Aa 


los valores que anulan a la se- 
gunda derivada, es decir, los 
posibles puntos de inflexión, 
son 


1,=0; m=2V3; 2x3=-—2 V3. Fro. VIIL31. 


994 
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Determinar los puntos de inflexión y la concavidad de las curvas 
y=x4— 121% + 4822 — 5, 
R: Puntos de inflexión: (4, 251) y (2, 107). Para 1< 2 y zx > 4, cóncava 
hacia arriba. Para 2 < x < 4, cóncava hacia abajo. 
y=1+ (x-— 9. 
R: Punto de inflexión: (2, 1). Para x >2, cóncava hacia arriba. Para 


x < 2, cóncava hacia abajo. Ñ 
y=3102— 4 +1. 
% 14 Ss 
R: Puntos de inflexión: (0, 1) y 3737) Para x<0yx> 3' cóncava 


; R >: ; ; 
hacia arriba. Para 0<x< 3” cóncava hacia abajo. 


Estudiar la concavidad y los puntos de inflexión de las curvas 
y=xB— 12r — 2 
y=xBb-— 32, 
Trazar los gráficos. 
R: 7. Punto de inflexión: (0, — 2). Para x < 0, cóncava hacia abajo. Para 
x >0, cóncava hacia arriba. 
8. Punto de inflexión: (1, — 2). Para x< 1, cóncava hacia abajo. Para 
zx > 1, cóncava hacia arriba. 
Determinar los puntos de inflexión de la curva 
y=Vxr—2 
R: Inflexión en x=2, convexidad si x>2 y concavidad si x< 2, 


Determinar los puntos de inflexión de las curvas 


y=x?(6-— 1). Head 

5 
Y 612 R: -=2vV3. 
. ed R: — 9 
) G=17 ¿I=-—2, 

1 

y =3 (1 — 622) R:x=2 

3 
a =+ 
do rm Bi: 2=0 =t Vie 

— ¡/Q—z . _3 
y=a| R: 1=¿4 
y = xe*, R:x=-— 
y=tgx-— 4zx. Riz=0: TE 
Hallar el punto máximo y los puntos de inflexión de la “curva de error” 
es et 


Vx 


R: Máximo para 1=0; puntos de inflexión para x= + v2 


Probar que los puntos de inflexión de la curva 
se, PS 
qe l+x 
están alineados, 


: VARIACIÓN DE FUNCIONES 225 


el denominador de y” siempre positivo, las variaciones de signo son 
del numerador. Así resulta, 


para — 0 <x<— 23, y” >0: cóncava hacia el eje de las y positivas; 


—2V43<x<0, y" <0: cóncava hacia el eje de las y negativas; 


<< 2,3, á y" >0: cóncava hacia el eje de las y positivas; 
243<xr<o, r" < 0: cóncava hacia el eje de las y negativas; 


Para construir el gráfico téngase en cuenta que y” se anula sólo en el ori- 

Men, pero que allí no hay ni máximo ni mínimo, pues se trata de un punto 

de inflexión. Además, la función es impar, pues f(x) =—f(— 1) y, por 

consiguiente, basta considerar los valores positivos de x y el resto de la curva 

resultará por simetria respecto del origen. Por otra parte, dividiendo queda 
. es 4x 

E A 

resultando como asíntota de la curva la recta y = 1. 

Puntos de inflexión y trazado de la función 

y = 4sen x — sen 2x 

en el intervalo 0 < x < 2x. 


Y, 


Fic. VIIT-32. 
Calculamos 
y'=4c0sx — 2c05 2x, 
y” = — 4sen x + 4sen 2x7 = 4sen x (2cosx— 1). 


En el intervalo 0 < x < 360”, y” se anula para x= 0”, 60”, 180”, 3009, 360*. 
Obsérvese, además, que la derivada primera se anula para x, =111*30” y 
Ty = 24830" y que en 1, hay un máximo y en x, un mínimo. 


Esencicios: 
Determinar la concavidad de las curvas 
ll, ya 2 y=2, 3. ras” 
R: 1. Cóncava hacia arriba para todo z. 


2. Cóncava hacia arriba a la derecha del origen y cóncava hacia abajo 
a la izquierda, 


3. Cóncava hacia arriba para todo z. 
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R: Esos puntos resultan ser (— 1, ml2+v3 8) Ñ (245, 


1 3 á ¿ 
pt), que están alineados, 


20. La ecuación de Van der Waals para la presión p, el volumen v y la tem- 
peratura constante T' de un gas es 
RT a 
mv — b) pa 
con R, m, b, a constantes. Hallar el valor de Y (temperatura critica) para 
el cual la tangente en el punto de inflexión es horizontal. 
Solución: A cada valor constante de T (isoterma) corresponde una función 
plo). 
Si la tangente es horizontal. debe ser en ese punto p'(v) = 0; además, si 
se trata de un punto de inflexión, se verifica que p”(v) =0. 
La solución del sistema de ecuaciones: 


p= 


, RT 2a 
p AU =p +3=0 (1] 
2RT ba 
VAR rs e - a 2 
m (uv — b)3 yt 0, [2] 
A ex > > dam 

satisface las condiciones pedidas. La raiz v= IRF? reemplazada en [2], 

. ; 8am 

la la t “at ¡ T= _——. 
da la temperatura critica 27Rb 


4, CALCULO DE MAXIMOS Y MINIMOS SIN DERIVADAS 


Si bien el procedimiento general de resolver los problemas de 
máximos y mínimos es el explicado anteriormente utilizando las de- 
rivadas, resulta muy instructiva la consideración de los métodos sin- 
téticos para resolver esos mismos problemas. 


I. DisraNcias MíNIMas: Dada una recta r y dos puntos A y B 
en un mismo semiplano respecto de r, determinar el camino APB de 
longitud mínima, siendo P un punto de r (fig. 33). 


B 7 8 
A A 
| 1 ! 
| eS 
' 
P | 5 ás 
I PS / ES 
| e” ) a 
1 A ' A 
/ 4 
Fic. VITT-33, Fic. VIIT-34. 


Si se considera el punto A” simétrico de A respecto de r, resulta 
la quebrada A*PB de igual longitud que la quebrada APB, pues, evi- 
dentemente. es AP = A'P. Entre todas las quebradas A'PB con P 
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le la de longitud mínima está dada por el segmento A'”B que 
sobre r el punto X. En esta forma el problema queda re- 
Además, como es, con las notaciones de la figura 34, 


y = 5 por la simetría de A y A', 
$ = € por ser ángulos opuestos por el vértice, 


y=e. Si en X trazamos la semirrecta n perpendicular a r, 
ta a = $ por ser complementos de los ángulos y y £. Por consi- 
mite, el camino mínimo está dado por los segmentos AX y XB 
forman ángulos iguales con la normal. 

El ángulo de incidencia (a) es igual al ángulo de reflexión (P). 
ma de Heron). 


APLICACIÓN: 


a) TANGENTE A LA ELIPSE: De acuerdo al ejercicio anterior la 
poligonal APB de longitud mínima corresponde a AXB, con 

y =e€, Sea d la longitud AX + XB. El lugar geométrico de 
todos los puntos X tales que la suma AX + XB sea igual a d 
constante es una elipse de focos A y B y eje MN = d (fig. 35). 
Esta elipse resulta tangente a la recta r en X, En efecto, si 
r fuera secante a la elipse, cualquier punto X” de la cuerda 
interior sería tal que AX” + X'B < d, contra lo demostrado 
anteriormente de que X determinaba la poligonal de longi- 
tud minima. 
Siendo y = e queda demostrado 
el teorema que afirma que la 
tangente a la elipse en un pun- 
to X cualquiera forma con los 
radios vectores AX y BX (de- 
terminados por los focos y el 
punto XA) ángulos iguales. O, lo 
que es lo mismo, que la tan- Fro. VIIL35. 
gente y la normal a una elipse 
en un punto X constituyen las 2 bisectrices de los ángulos 
determinados por los radios vectores correspondientes. 
TRIÁNGULO INSCRIPTO DE PERÍMETRO MÍNIMO: Dado un trián- 
gulo ABC se trata de determinar un triángulo inscripto MNF 
tal que su perímetro sea mínimo, 
Supongamos que tal triángulo sea el MNP (de la fig. 36). 
Considerado el vértice M, por ejemplo, los lados MN y NP 


b 


_—/ 


deben formar ángulos 1 y 2 iguales, pues, de no ser así, 
estos dos segmentos se pueden sustituir por otros de modo 
tal que resulten iguales esos ángulos, con lo cual los segmen- 
tos resultarían de longitud menor. Lo mismo puede decirse 
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considerando los vértices N y P. Por consiguiente, debe 1 


sultar 1 =2,3=4;5=6. Esta propiedad la posee pr 
mente el triangulo órtico, es decir, el determinado por las 
alturas AN, BP y CM (fig. 37), tal como resulta de un teore: 
ma de geometría elemental. En efecto, el cuadrilátero MON 
es inscriptible porque los ángulos opuestos son suplemen 
(es suficiente observar que los ángulos ONB y OMB son rec- 
tos). En la circunferencia que pasa por M, O, N y B el 
ángulo NBO está inscripto en el arco ON y también está 
inscripto en ese arco el ángulo OMN. Luego, NBO y OMN 
son iguales, Como el ángulo NBO es complementario del án- 
gulo C y el ángulo NMB es complementario del ángulo OMN, 
resultan iguales los ángulos que hemos señalado con 2 arqui- 
tos en la figura 37, 

En la misma forma se demuestra que el ángulo C es igual 
al ángulo PMA, y la propiedad del triángulo órtico queda 
demostrada, pues el mismo razonamiento se puede hacer con 
los ángulos de vértice en N y en P. 


Fic, VIIE36. Fic. VITL-37, 


OnsERVACIONES: 


1%) Esta demostración es válida si el triángulo tiene sus 3 ángulos agudos, El 


99) 


lector podrá ver, en un triángulo obtusángulo, haciendo el dibujo, que el 
triángulo determinado por los pies de las alturas no resulta inscripto. 


Para hacer la demostración hemos admitido la existencia de un triángulo 
inscripto MNP de longitud minima. ¿Pero es legítimo el admitir esa exis- 
tencia? Este es un punto sumamente delicado en ciertas demostraciones ma- 
temáticas. Con decir “sea MNP el triángulo de perímetro minimo” no se 
asegura su existencia, como puede comprobarse en el caso del triángulo ob- 
tusángulo de la observación anterior. 


II. Dada una recta r y 2 puntos A y B en distintos semiplanos 


respecto de r, se trata de determinar el punto P de r tal que la dife- 
rencia AP — BP sea, en valor absoluto, máxima (fig. 38). 


Obsérvese que esta diferencia siempre será positiva, excepto 


cuando A y B sean simétricos respecto de r, en cuyo caso para cual- 
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d 


mto P la diferencia es nula. También si P está infinitamente 
la diferencia será nula, 

considera el punto B* simétrico de B respecto de r, la dife- 
AP — BP será igual a la diferencia AP— B'*P. Pero esta di- 
A es siempre menor que AB” (porque un lado de un triángulo 
Hor que la diferencia de los otros dos), excepto para el punto 
ión de AB” con r, que es exactamente igual a la diferen- 
bh, P* resuelve el problema. Evidentemente, con las notacio- 
figura 39 es a = f. 


Fi6. VIIL38. Fic. VIL-39. 


APLICACIÓN: TANGENTE A LA HIPÉRBOLA: De acuerdo al ejercicio 
or el punto P”, que determina la diferencia AP* — BP*' = di- 
máxima, se encuentra en la intersección de r con AB”, siendo 
“simétrico de B. El lugar geomé- 
¡de los puntos P” tales que la dife- 
la d sea constante es una hipérbola 
cos A y B. La recta r es tangente 
—hipérbola, pues si fuéra secante, 
untos P de la cuerda darían una 
encia AP — BP mayor que d, con- 
» a lo demostrado que d era máxi- 
consiguiente, la tangente a la 
rbola en P es tal que resulta bisec- 
del ángulo APB que forman los 
os vectores. La otra bisectriz de los Fic. VILA40, 
vectores es la normal n a la curva. 


TI. Para calcular cuándo es máximo el producto de 2 números 
yy cuya suma x + y = $ es constante basta observar la identidad 


2y=3 (+ (291 = LL (0 y) [1] 


el mayor valor de esta expresión se obtendrá cuando sea x= y, 
para cualquier otro valor habrá que restarle a la cantidad fija 
* un valor positivo. 

Este teorema, que ya enunciaron EucLines y APOLONIO, se puede 
tar geométricamente en la siguiente forma: entre los rectán- 
Mos de perímetro dado el de área máxima es el cuadrado. O, lo que 
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es lo mismo: entre todos los rectángulos de área dada el de períme 
minimo es el cuadrado. 


APLICACIÓN: 


a) El producto de 2 números cuya diferencia es constante es 
mínimo cuando los números son opuestos. (Utilicese la iden- 


tidad [1]). 


b) Entre todos los triángulos de igual base b y perímetro cons- 
tante el de mayor área es el isósceles, 
Si x e y son los otros 2 lados del triángulo, llamando 2p al 
perímetro, es 29 = b- x + y, y el cuadrado del área (que 
es máximo al mismo tiempo que el área) es, de acuerdo a 
la fórmula de Heron, p(p — b) (p— x) (p — y); será máxi- 
mo cuando lo sea el producto (p — x) (p — y) de suma cons- 
tante (= b). Este producto es máximo si los factores son 
iguales, es decir, si es x= y. 


EJERCICIOS: 


2. 


Demostrar que la suma minima de 2 números recíprocos es 2. 

[Utilicese la desigualdad (x — 1)2> 0]. 

Demostrar que la suma máxima de 2 números negativos recíprocos es — 2, 
[Apliquese la desigualdad (x + 1)2> 0]. 


¿Para 


wlr 


£ a 1 
Demuéstrese que el producto sen x + cos x es siempre <€ 3 Y 2 — 
qué valores de x alcanza los valores máximo y minimo? 

(Téngase en cuenta la fórmula de sen 2x). 


Demostrar que la suma de los cuadrados de 2 números cuya suma 1 + y 
es constante es mínima cuando x= y. 


Demostrar que la suma de los cuadrados de 2 números cuyo producto posi- 
tivo xy es constante es mínima cuando es x= Y. 


Entre todos los rectángulos de perímetro dado la mínima diagonal corres- 
ponde al cuadrado. 


Entre todos los rectángulos de área dada el cuadrado es el que tiene la 
diagonal mínima. 


Demostrar que entre todos los productos de n factores positivos, X,2...Tp» 
cuya suma es constante, el máximo ocurre cuando los n factores son iguales. 
[Sustitúyanse, por ejemplo, los números distintos x; y r, por su semisuma 


1 A 

5 (2; + 1,) de manera que la suma total no varíe; pero el producto aumen- 
ta, pues es (a, + 1132> 1, * X;, ya que siempre se verifica (1, — x,)? >0 
six, *x)). 

IV. TRIÁNGULOS DE ÁREA MÁXIMA Y PERÍMETRO MÍNIMO: 


a) Entre todos los triángulos de los cuales se dan 2 lados el de 
área máxima es el rectángulo. 
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Si b y e son datos, el área S depende de a: 


= zhc sen a, 
y como el mayor va- dl Má c 
lor de sena es 1, 
para a = 907, resul- b ” 
ta demostrada la Fic. VIIL41. 
proposición. 


1) Entre todos los triángulos de área dada S en los cuales se 
ha fijado un lado a el de perímetro minimo es el isósceles. 


Conocidos a y S queda de- 


terminada la altura h=32> 
El camino mínimo MPN 
corresponde a P”, con a= f 
(pág. 226), es decir, al 
Fic, VITI-42, triángulo isósceles. 

Entre todos los triángulos de igual base y perímetro constante 
el de mayor área es el isósceles, En efecto, si el triángulo de 
área máxima fuera el MPN (fig. 43), con MP +PN, tra- 
zando por P la recta PR / MN su intersección con la media- 
triz de MN determinaría un punto P”, y el triángulo MP'N 
tendría un perímetro me- 
nor, de acuerdo a lo visto 
en el ejercicio anterior. El 
triángulo isósceles MP" N, 
de igual perímetro que el 
MPN, tendrá una altura 
mayor que la del MP'N y, 
por lo tanto, mayor su- 
perficie que el triángulo 
MPN. Por consiguiente, 
éste no puede ser el triángulo de área máxima. 

Entre todos los triángulos de perimetro dado el de mayor área 
es el equilátero. 

Supongamos, como en todos los ejercicios anteriores. que existe 
un triángulo de área máxima entre todos los triángulos de 
perímetro dado. Si en este triángulo fijamos un lado, los otros 
dos deben ser iguales, de acuerdo al ejercicio anterior. Como 
ello puede hacerse fijando uno cualquiera de los lados, los 3 
deben ser iguales. 

Nora: Si los lados son x, y, z, con z+y-+2=2p= constante, el cua- 

del área es, de acuerdo a la fórmula de Heron: p(p — 1) (p — y) (p— 2). 


| producto de 3 factores positivos de suma constante es máximo cuando los fac- 
son iguales (ejercicio 8, pág. 230), es decir, cuando x1=y=2. 


Fi16. VIT-43. 
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PROBLEMA ISOPERIMÉTRICO: El problema isoperimétrico € 
en determinar la figura que con un perimetro fijado encierra 
máxima. 
Los griegos han estudiado los problemas isoperimétricos má 
lebres: 

1%) De entre todos los polígonos de perímetro dado detern 

el que encierra el área máxima. 


2%) De entre todas las figuras planas de perímetro dado 
minar la que_encierra el área máxima. 

3%) 'De entre todos los cuerpos de superficie dada determi 
el que encierra mayor volumen, 


Estos problemas, y muchos más, figuran en la célebre colec 
de Pappo DE ALEJANDRÍA, en donde afiriia que el matemático 
poro, del siglo 11 antes de Cristo, es quien los ha estudiado y res 


En los tiempos modernos ha sido el matemático alemán J. S 
quien se ocupó especialmente de la determinación de los máximo$ 
mínimos con métodos sintéticos. Estos métodos presentan un puñ 
débil sobre la existencia de la solución buscada, al cual hemos hedl 
referencia en la observación 2*) de página 228, y por eso en los est 
dios actuales se ha buscado y alcanzado una fundamentación rig 
en base a los trabajos de HirBerrt (?). 


Admitiendo que exista la figura de perímetro dado que encie 
el área máxima demostraremos que ella debe ser un circulo, es del CI 
que debe estar limitada por una circunferencia, 

1: La figura debe ser convexa. Pues si la figura que encierra € 

área máxima fuera cóncava, como la ABCD de la figura 


M 


N 
Fic, VIII-44. Fic. VIIT-45, 


(1) Pueden verse, en especial, Questioni riguardanti le matematiche elemen- 
tare raccolte e coordinate da Fepnerico Enniques, artículos de A. Pavdoa y O, Chist- 
NI. (Ed. Zanichelli). 

Enciclopedia delle matematiche elementare e complementi a cura di L. Benr- 


ZOLARI. G. VivantiI e D. GricLi1, artículos de E. G. TocLiati en el volumen TI, 
parte II. (Ed. Hoepli). 
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si A y C determinaran puntos de una cuerda exterior a 

a, tomando la curva AEC simétrica de ABC respecto 

¿AC habríamos determinado una figura (la AECD) de igual 

y que encerraría un área mayor, contra la hipótesis 
que la figura primitiva encerraba el área máxima. 


Sean A y B dos puntos de la figura 45, convexa, de área máxi- 
tales que dividan al perímetro en 2 partes, AMB y ANB, 
iguales. Demostraremos que las áreas de las 2 partes, 1 y IT, 
que determina la cuerda 4B, deben ser iguales. En efecto, 
si fuera 7 > 11, considerariamos la figura 1” simétrica de 1 
respecto de AB y resultaría 1 + 1' una figura de igual perí- 
metro que el de la figura dada y de área mayor, contra la 
hipótesis de que la figura AMBNA encerraba el área máxima. 


- Cada uno de los arcos AMB y ANB de la figura de área 
máxima es una semicircunferencia. Para ello bastará dexmos- 
trar que si M es un punto cualquiera del contorno convexo 
y AB es la cuerda que consideramos anteriormente, el ángulo : 


O 


Fic. VIN-46. 


a = AMB es recto. Si no fuera un ángulo recto, construiria- 
mos otra figura, tal como aparece en la figura 46 (b). en la 
cual, en lugar del triángulo AMB, dibujaríamos el triángulo 
A'M'B', con AM =A'M', BMM=B'M' y el ángulo en 
M'= 90%. Sobre A'*M" construimos luego una figura igual 
a la que subtiende AM y sobre M'B” una igual a la que 
subtiende MB. Después construimos AM”B* simétrica de 
A'M'B' respecto de 4”B'. La nueva figura total así obte- 
nida tendrá el mismo perímetro que la figura dada y área 
mayor porque el triángulo A'M'B" es mayor que el trián- 
gulo AMB, de acuerdo a lo visto anteriormente. Por consi- 
guiente, para que la figura primitiva fuera la de área máxi- 
ma deberá ser a = 90”, 
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Hemos demostrado así que el contorno debe ser una figura 
puesta por 2 semicircunferencias de diámetro coincidente, es 
debe ser una circunferencia. 


CONSECUENCIAS: Como consecuencia de este teorema funda 
tal deduciremos otros 2 teoremas. 


Fic. VIIML-47. 


TEOREMA DE Cramer (1852): Entre todos los polígonos de lados 
dados el de área máxima es el inscriptible en una circunferencia. 

Sean [ y 1" dos poligonos de lados iguales y supongamos que 
el primero sea inscriptible en una circunferencia y el segundo no. 

Demostraremos que el área de / es mayor que el área de 7. (Sean, 
para fijar las ideas, dos polígonos de 5 lados, como en la fig. 47). 

Tracemos la circunferencia correspondiente de / y agreguemos 
en la figura 1” los arcos circulares 4*B”, B'C', C'D”, D'E' y E'A' 
iguales, respectivamente, a los arcos AB, BC, CD, DE y EA. 

El área encerrada por el círculo correspondiente a / es mayor 
que la figura isoperimétrica correspondiente de 7”, de acuerdo al teo- 
rema fundamental. Como las áreas de los segmentos circulares limi- 
tados por las cuerdas AB, BC, ... y las correspondientes de la otra 
figura limitadas por A*B”, B*C*, ... son iguales, resulta que el área 
Í será mayor que el área /'. 


TEOREMA DE ZENODORO (del siglo 11 antes de Cristo): Entre to» 
dos los poligonos de n lados de igual perímetro el regular es el de 
área máxima. 

Por de pronto, el polígono de perímetro dado y de área máxima 
debe tener sus lados iguales. En efecto, sea ABCDEF el poligono de 
área máxima (fig. 48). Si AB y BC, por ejemplo, son distintos, consi- 
deramos un triángulo isósceles APC tal que AP + PC = AB + BC. 
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Como ya hemos visto (ej. IV c), entre todos los triángulos de 
cuales se dan un lado y la suma de los otros dos el de área máxima 
el isósceles; luego, el triángulo APC 
lene un área mayor que el triángulo 
IBC, que tiene su mismo perímetro. 
consiguiente, la figura limitada por 
DEF tiene un área mayor que la fi- 
ra primitiva. Entonces. en el polígono 
área máxima los lados deben ser iguales. 
Además, como por el teorema de Cra- 
er el poligono de perímetro dado y que 
encierra el área máxima debe ser inscrip- 
tíble en una circunferencia, resulta que el 
volígono debe ser regular. Fi. VIITA8. 


En el muy recomendable libro de R. Couranr y H. Romsins: What is 
Mathematics? (Oxford University Press, 1941) del cual existen dos traducciones 
en castellano. se considera además de los temas antes expuestos. métodos experi- 
mentales para la solución de problemas de minimo. 
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1. TEOREMA DEL VALOR MEDIO 


Sea f(x) una función continua que en los puntos r=a y 1=b 
asume los valores fía) y f(b), diferentes (fig. 1 y fig. 2) o iguales 
(fig. 3). 


Frio. 1X-1. 


Supongamos que la función tenga una derivada f'(x) también 
continua, es decir que la tangente a la curva y = f(x) varíe con 
continuidad. 

En los 3 casos representados se puede ver que existe por lo me- 
nos un punto C de la curva (de abscisa E) cuya tangente es paralela 
a la secante AB. Por consiguiente, la pendiente de esta secante será 
igual a la pendiente de la recta tangente en C. 


10160) ] yb) — 50 
—b—a 


Pendiente de la secante AB = Ps 
=$f"(8). 


Pendiente de la tangente en E = yo 4(E) 


y tenemos el teorema del valor medio 
Hb) — f(a) = (b—= a) f'(E). [1] 
El incremento de una función continua y derivable es igual al 


incremento de la variable multiplicado por la derivada en un punto 
intermedio. 


Si designamos con % la longitud del inter valo (b = a), es decir, 
b= aw h, y siendo a $5 EXb=aw+ h, será E = a + 0h, designan- 
do con 0 un valor numérico comprendido entre 0 y 1 (si 0 =0, es 
E=a y si0=1, es E= b). 

El teorema del valor medio o de Lagrange será. con estas no- 
taciones, 

fla+ h) = fía) + hf(a+ 08h), 0<0<A. [2] 
También suele escribirse en la forma 


fla+h)=f(0) + hf'(2 +0). 


APROXIMACIÓN DE FUNCIONES 937 


Trorema be Roe: En el caso particular de la figura 3, en el 
fla) =$(b), la igualdad [1] implica f'(8) = 0. Resulta así el 
de Rolle: 

Si una función continua y derivable toma valores iguales en 2 
, existe por lo menos un punto intermedio en el cual la deri- 
se anula, 


Para una función cualquiera es imposible establecer una fórmu- 
ue dé exactamente el valor E del teorema del valor medio, pero 
os determinarlo en algunos casos particulares. 


Sea f(x) = 412 + Bx+C una función entera de 2% grado. Será 
f(b) — f(a) = (Ab? 4 Bb + C) — (Aa? 4 Bay C)= 
= A(b2 — a?) + Blb— a) = Y 
= (b —a)[4(b + a) + B], 
y puesto que es 
f' (1) = 24x + B; f'(8) =248 + B, 
deberá ser 
(b— aJ)[A(b + a) + B] = 
= (b — a) (248 + B). 
Dividiendo por el factor (b — a) 40 y sim- 


plificando resulta E=5(4 +0). El signi- 


Dio 


I 

' 

| 

Ú 

' 

' 
ficado geométrico de esta conclusión es el (e É 
siguiente: La cuerda que une 2 puntos Fro. 1X-4. 
cualesquiera de una parábola de eje vertical 
es paralela a la tangente trazada en el punto que tiene como abscisa el pro- 
medio de las abscisas de los puntos considerados”. 


9) Sea f(1)=8, a=—2b=+2, 
Será f"(x) = 322, f'(E) = 382, f(b) =8, f(a) =—8, 


Fb) — fla) _8—(—8) > 
ba 9 ig" > 


O sea, f'(E) =3E2—4, y resulta E = 2313 Es decir. hay dos ptntos, 


Er =3V3 y En=-— a V3, entre — 2 y +2, donde la tangente a la curva 
y = 1% es paralela a la cuerda que une los puntos (— 2, — 8) y (2, 8). 


Verifíquense estos resultados mediante la representación gráfica en un dia- 
grama cartesiano, 


—Esencicios: 


1, Determinar el punto E en el caso de la función 
1 10 
E A 
y= za x ze +8 
en el intervalo 2 < 1 < 5. Efectúese la representación gráfica. 


R:E=1 + Y7. 
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3. Determinar el punto E para la función 
y=x3+2r—1 
en el intervalo 0 <x< 1. 
1 
R5B= $ 
4. Determinar el punto E en el caso de la función 
y=33 
en el intervalo (0, 1). 
8 
di E= 97" 
5. Determinar el punto E en el caso de la función 
y=vVzx—l 
en el intervalo a=1, b=3. 
3 
R: E = S' 
6. Determinar el punto E en el caso de la función 
y=e" 
en el intervalo (0. 1). 
R: E= In (e — 1). 
OBSERVACIONES: 


consideraciones intuitivas. Pero a veces “la vista engaña”. 


Y Y 


a y en b. Sin embargo, es evidente que en ningún punto intermedio se anula la 
derivada o, lo que es lo mismo, en ningún punto la tangente es horizontal. ¿Có- 
mo se explica este hecho? ¿Está en contradicción con el teorema de Rolle? Re- 
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Determinar el punto £ en el caso de la función 
y = sen x 


A 1 , e q 
en el intervalo 0 < x < ga Efectúese la representación gráfica. 


R: E — 0,88 rad. — 50*28"”, 


La deducción que hemos hecho del teorema del valor medio se basa en 


Z 17) 
Fic, IX-5. Fic, 1X-6, 


En los gráficos de las figuras 5 y 6 la función f(x) toma valores iguales en 


visense las hipótesis del teorema del valor medio y se hallará la respuesta. 


. 


EJERCICIOS: 


des 


Sea f(x) =_. En los extremos del intervalo (— 1, + 1) la función adopta 
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los valores — 1 y + 1, respectivamente. Por ello la pendiente de la cuerda 
. ; 1 
que une esos puntos es 1. Pero siendo la derivada f'(x) = — qa? Sus va- 


lores no serán positivos en ningún punto del intervalo considerado. ¿Está 
esto en contradicción con el teorema del valor medio? 

R: Obsérvese que no se cumplen las condiciones de continuidad exigidas por 
el teorema del valor medio, como lo muestra la representación grafica (figu- 


ra V-8). 

2. En el ejercicio anterior determinese el punto E en el intervalo (1, 2). 
R: E=Vy2. 

3. Determinar el punto E en el caso de la función y = ]1n x en el intervalo (1, 2). 
R: E=1:hm2 


4. Considérese la función y = 1% — 127. Verifiquese que la derivada se anula 
en 2 puntos comprendidos entre las 3 raices de f(x) =0. Efectúese la re- 
presentación gráfica. 

R: Las raíces son x, =0; 1. =2 3; Tg=-—2 V3, y las raíces de la de- 
rivada, 1" =2; x" =-— 2, 

5. La función y = tg x se anula para =0 y x=x2. Sin embargo, la derivada 

f'(x) es constantemente positiva en ese intervalo. ¿Por qué? 
2 

6. La función y = 3 toma valores iguales para a=— 1 y b=1. Además, 
en el intervalo (a, b) toma valores finitos. Sin embargo, no se verifica el 
teorema de Rolle en este intervalo, pues la derivada no se anula. ¿Cuál de 
las hipótesis del teorema no se verifica? 

El teorema de Rolle se pueñe demostrar rigurosamente si se admite 

la validez del teorema de Weierstrass, enunciado en la página 1109, 

según el cual “toda función continua en un intervalo cerrado (a, b) 

alcanza un valor máximo M y un valor mínimo m”: m< f(x) < M. 


Veamos los casos que se pueden presentar: 


1% Si es m=M, la función es constantemente igual a este valor, y siendo nula 
la derivada de una constante, queda probado el teorema de Rolle. 


2%) Si es m3 M, estos valores no pueden corresponder ambos a los extremos a 
y b, puesto que hemos supuesto fía) =f(b). Luego, la función alcanza uno 
de esos valores m o M en un punto interior del intervalo (a, b). En ese 
punto (o puntos) la derivada debe ser nula, pues si fuera positiva, sería una 
función creciente, y si fuera negativa, sería decreciente, cosas ambas con- 
trarias a la hipótesis que afirmaba que eran puntos mínimos o máximos. 


Demostrado el teorema de Rolle, resulta fácil demostrar el teo- 
rema del valor medio de Lagrange: 


$(b) — f(a) = (b— a) $'(8). 
Basta para ello considerar la función 
p(x) = (b— a) [f(x) — fla)] — (x— a) [f(b)— fla) ]. 


Esta función p(x) satisface las mismas condiciones de continuidad y 
derivabilidad que f(x). Pero, además, es p(a) = q(b) = 0, y por 
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ello se le puede aplicar el teorema de Rolle que afirma q| 
q'(E) = 0. En este caso resulta 


p'(5) = (b—= a) f'(E) — [f(b) — f(a)] =0, 


y queda demostrado el teorema de Lagrange. 


Dos TEOREMAS IMPORTANTES: 


I) Si una función tiene uma derivada nula en todos los p 
de un intervalo, es una constante. 
En virtud del teorema del valor medio que establece la rela: 


Hz) =f(a) + (r-af(8), a<i¿<z, 
resulta, con f'(E) =0, la igualdad f(x) =f(a) para cualquier 
Esto significa f(x) = constante. 


Obsérvese que este teorema es el recíproco del teorema que afi 
ma que la derivada de una constante es nula. 


TI) Si dos funciones tienen derivadas idénticas, difieren en u 
constante. 

Si es f'(E) = g'(E) para cualquier E de un intervalo (a, b). la 
derivada de la función f(x) — g(x) será idénticamente nula en ese 
intervalo, y en virtud de 1) deberá ser f(x) — g(x) = k, con Ak cons- 
tante. Luego, es 

f(x) = glx) +4. 

Este resultado está incluído en el importante teorema que afir- 
ma que 

La condición necesaria y suficiente para que 2 funciones tengan 
igual derivada es que difieran en una constante. 

La condición es necesaria. Pues si es f(x) = g(x) + k, con k 
constante, derivando resulta f'(x) = g'(x). 

- La condición es suficiente: lo asegura el teorema Il. 

Este teorema es el fundamental del cálculo integral, pues éste 
se propone precisamente encontrar todas las funciones que tienen una 
derivada dada. Ha quedado ahora demostrado que si se posee una 
función que tiene una derivada dada, se poseen todas sin más que 
agregarle una constante. 


2. TEOREMA DE CAUCHY 


Consideremos una combinación lineal de 2 funciones f(x) y 
g(x) continuas y derivables: 
fx) + kg(x). [1] 
Determinemos k de modo que esta expresión tome valores igua- 
les en dos puntos: =a, x= b: 
fla) + kgla) =f(b) + kg(b). 
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entonces, 
_ Hb) fía) 
g(a) — g(b) 
implazando en [1] se tiene la expresión 
f(b) — fla) 


O 0% 


acuerdo al teorema de Rolle, debe poseer una derivada que 
ile en un punto intermedio E del intervalo («, b): 


O a ¡AN 
f'(E) a ape 0, 


fb) —f() — FE). 
g(b)—gla)  g'(8) 


Escribiendo x en lugar de b tenemos el teorema de Cauchy: 


Hof) FE 

glx) — gla)  g'(8) 

do a <E<z. Es decir: El cociente de incrementos de dos fun- 
hes continuas y derivables en un intervalo es igual al cociente de 
derivadas correspondientes en un punto interior del intervalo, 


En particular, si es g(x) = x, tenemos nuevamente el teorema 
| yalor medio de Lagrange. 


JIMITES INDETERMINADOS. REGLA DE L'HOSPITAL 
1) El teorema de Cauchy permite en muchos casos calcular en 


f(x) 
g(x) 


) de que ambas funciones tiendan a cero cuando x tiende a un 
dado, En otras palabras, se podrá salvar la indeterminación 


tipo a 
Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas y derivables que se 


Im en el punto x = «a. Puesto que es f(a) = g(a) = 0, se podrá 
eribir, entonces, 


en el 


na sencilla el límite de un cociente de 2 funciones 


$0 1010. 
g(x)  g(x)— gla) 

Aplicando al segundo miembro el teorema de Cauchy resulta 
DI 
glx)  g"(8) 

Si hacemos tender x hacia a, E también tenderá hacia a; se 


, tiene pues 


com a<iE<x 
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lim LD. lim FE _ fla) 
a) (E) gl) 


Si es g (al % 0. el cociente de las derivadas en e = 4 tiene 
tido y el límite buscado será igual a ese cociente. Esta relación 
tituye la regla de E*Hospital (en homenaje al matemático fra 
Guillermo L*Hospital que la dio a conocer y que fue discipulo 
eminente sabio Juan Bernouilli) enunciada hacia el año 1700, 

Si el cociente de las derivadas resulta del tipo 0:0. se apli 
reiteradamente la regla de L'Hospital. calenlando sucesivamente 


cociente de las derivadas segundas, terceras, ..., en 71=4. 
EJEMPLOS: 
, Sent : O 
1%) Calcular lim Aplicando la regla es lim E = lim 3 1, 
concordando con el resultado ya conocido (pág. 103). 
, T—SENI 
2%) Calcular L = lim __—.. 
=>0 
La aplicación de la regla da 
, 1—cosx 1-1 0 
L= Ai —————= na E sé 
0 3x2 3-0 0 
Será necesario aplicar la regla de las derivadas una segunda vez: 
,  senr 0 
LE = lim =-— 


Para salvar la indeterminación aplicamos por tercera vez la regla de L'Hos 
pital y resulta 


cos í A 
6 6 


L= lim 
r>U 


EJERCICIOS: 


Calcular, aplicando la regla de L'Hospital, los siguientes límites: 


LL gas, 
tlxI—2 R: 4 
sen 5x1 
2. 1 . 
2>b z R: 5. 
> 
3. mm 241, 
221312 +/+ 255 R: 0, 
2l _ gal. 
4 lí E e” dr 
Y — sen x R: 16 
. ME. 
2ol-— 1 R: n 
Verificar los siguientes límites: 
a enz 
G. a EE, UN 
tal y — 1>0 7 —senzr 
a. m2 9. lim EMB _o 


220 7—senrT I>i7 m—0x] 
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- as 2 
lim taz o 11. Km (1 — sen 27) sec? y 3 
.-0 sen? x 217 1 + cos 4z 2 
ALA IN 13. lim 4 +senz—1 =E 
2 senz 2 n(142) 
m7 1—senx+cost y 5 A 
HR sen2r — cos x si nz 
sen — x 1 ,t=i=x 1 
Mim. ————— 2 ¿cor 17. lím == 
20 3 6 +0 q 2 
1— ; a Pg 1 
lim cos z 7 19. ld 
r=0 qe 2 0 2 a 
o al 
MEAR 21. lim xsen (sen 1) — sen? x —0. 
lim — 4 20 q3 
lx 6 (Apliquese la regla 3 veces). 
indeterminación insalvable: 
Consideremos las funciones f(x) = rsen a v glx)= x, que tienden a () 


cuando 1—>0. ¿Qué sucede cuando se intenta aplicar la regla de L'Hospital? 


A E ; SS 

Como es f(x) :g(1) = sen — y esta función no tiene límite cuando x>0. 
' ia sd a 

resulta que la indeterminación no se puede salvar, Los gráficos de sen > 


T ] S 
y de rsen — se pmeden ver en las páginas 120 y 415, 
I 


23 ¡El punto rectificante. 
Considérese una circunferencia de centro O 
y radio r y una tangente t en T. Si so- 
bre £ se lleva un segmento TL de longitud 
igual a la longitud del arco TA correspon- 
diente a un ángulo central a, queda deter- 
minado sobre la recta TO un punto P en 
la intersección de la prolongación del diá- 
metro con AL. Demuéstrese que la posición 
límite de P cuando a > 0 es tal que resulta 
PL =3F. 
Asi queda justificada la regla de Snelius- 
Huyghens para rectificar aproximadamente 
un arco AT: se une el punto rectificante Fic. 1X27, 
P(TP=3r) con A y se determina el pun- 
to L en la intersección de PA con la tangente t en 7. 


La longitud de TL da aproximadamente la lóngitud del arco. Compruébese 
que el error relativo producido en la rectificación de un arco con esta re 


Bla. para un arco < 60”. es inferior al 1%. 


Solución: Trazando AR-LOT se tiene, de acuerdo a las notaciones de la 
figura, designando con a el ángulo TOA medido en radianes y en virtud de 
la semejanza de triángulos, 


PR_AR ¿a PI—PR_ TL-AR 
PE E a A | E 
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Condo 
PT —PR=RT=0OT-—OR=r=—rcosa=r (1 —cos a), 
TL — AR=ar—rseno=r (a — sena), 


es 
r (1 — cos a) ra (1 — cosa) a 
PR a ptas + o 0 
r (4 — sen a) 0 — sena 


Cuando a = 0, esta expresión toma la forma o Aplicando 3 veces la regla 


de L'Hospital resulta 
lima PT <= 3r. 


COMPLEMENTO 4714 REGLA DE L'UHOSPITAL PARA 1—00; 


Si en lugar de tender x hacia a finito, >, la regla subsiste, aunque 
hay que modificar la demostración. En este caso habrá que hacer la sustitución 
x= 1/z; cuando rx +>w, 2>0. Entonces la regla se aplica y, eliminando el 
factor común —1/z?% que aparece por la derivación, resulta 

f(x) f(x) 


= lim ——— + 
em 8(1) am 8 (2) 


11) Asi como el cociente de 2 funciones que tienden a O (cuando 
x tiende a un valor finito o infinito) constituye un caso de indeter- 
minación por cuanto el limite de ese cociente podria resultar cero, 
infinito, un número finito (0, o aun podria no existir (ver 22 en 
la pág. 243), otro tanto puede decirse sobre el límite del cociente de 
dos funciones, cada una de las cuales tiende a infinito cuando x 
tiende a un cierto valor. La mayor parte de las veces conviene lle- 
var un tal cociente de infinitos a un cociente de ceros basándose en 
la identidad f:g= (1:g):(1:f), pero como. la división por cero 
está prohibida (ver pág. 13). la demostración correspondiente al caso 
de infinitos de la regla de L'Hospital exige algún cuidado. 

Si en el teorema de Cauchy elegimos r, a la derecha de x. resulta 


f(x) — f(x1) fo 1-[fa) ¿(0 _- FE) 1*] 
gli) gl) gía) 1-—T[Igl):8(1)) g(3) 
cona<r<iE<r. 


Supongamos que [f'(E) :g'(E)] tiene un límite 1 cuando 3 > a. 
Elijamos ahora 1, suficientemente próximo a a para que este co- 
ciente difiera de 1 en menos de e. 


Como de la relación [*] se deduce 


10 _F0- 1-lem) en) 
ao 75 TA OT 


y la segunda fracción del segundo miembro tiende a 1 (por cuanto 
x, ha quedado fijado y f(x) y g(x) tienden a infinito cuando x => 4). 
resulta que si el cociente de las derivadas tiende a'/ cuando ¿>= a, 
también tiende a l el cociente de las funciones cuando > 4. 


+ E 
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En el caso del cociente de infinitos In +: cotg 1. para 1> 0 resulta 


1 
E X a sen 2 
| e a PR ) sen =— 1)-0=0, 
sen” x 


cotg x 


En cambio, el límite de e cuando x-—> 0, también de la 


Como se trata de un cociente de infinitos se puede aplicar la regla demostrada 
anteriormente: 


.  Insenz y sen r 
hm ——— = lim 
2% ntgr *—" 1 ! 


tex cosa 


= lím cos?r= 1 
z=U 


Verificar los siguientes límites: 


2 lim 21% _9 3 lim “otg2x _ 1 

o ¿20 cotgrx 2 
4. lm— =% 5: mé2 =4 

t>o00 qe IT er 
EAN 

2>% z.Inzx 
7. Verificar que 

lim da =0 
I>%0 qn 


cualquiera sea n > 0. 
(El infinito logaritmico es inferior al infinito potencial x” cualquiera sea 
el n positivo). 
8. Idem que 
Jm =0 
cualquiera sea n > 0, fijo. 
(El infinito potencial es inferior al infinito exponencial cualquiera sea el 
n positivo). 


TI) También resulta indeterminado el límite del producto 
Ha) g(x) cuando un factor tiende a O y el otro a wo. Basta verlo 
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m 


en el caso f(x) = Czx"; gí(x) ==: cuando > 0, pues f(x) gl 


tiende a O si es n >m; tiende a o si es n<m y tiende a C cu 
n = m. Pero también en este caso se puede aplicar la regla de Ho: 


pital, pues siempre se puede llevar a las formas , Ó 7 escribienc 


f(x) -g(x) =10 En, 
go) 16) 


EJEMPLO: 


Mostrar que es lim (x+ In zx) =0. 


El producto x-Inx que para z=0 toma la forma 0(— %) es indetermi- 
nado, pero se puede escribir 
1 


' e JR L , 
lim (z + ln 7) = lim—— = lím 
ei) zo 1 ro 1 

== EN 


T Xx 


= lim (— x) =0, 


Nora: En el Capitulo XV veremos otro procedimiento para salvar indeter- 
minaciones mediante los desarrollos en serie de potencias. 


EJERCICIOS: 
Verificar los siguientes límites: 
' x 2 1 
la=Í. 2) ¡ e =- 
de Pyr r- >, dp, (+3 )1u== 1. 
t La 
3. lim(a—t) tg-xr-=-—- 4. lim (1 — tg 2) sec2r=1. 
ta 9 4 n IS IT 
5. lim Pa. — 6. lim (a-cotga) = 1. 
LR E "40 
7. limtg2x+cot Ttz 7 8. liml A tg = 2. 
A 8 14 =3 . Um n = cotg = = 


Ixrz= 
4 


9. lím (z — sen x) Inz=0. 


IV) Otro caso de indeterminación es el del límite de la diferen- 
cia f(x) — g(x) cuando ambas funciones tienden a «w para x ten- 
diendo a a, pues no se puede prever, en general, el límite de esa dife- 


y A 1 j 
rencia. Basta verlo en el caso f(x) = pe je. g(x) = q? Pues si 


x > 0, la diferencia E tiende a C,a w oa 0, según que m sea 0, 
1 o — 1, respectivamente. 
También este caso se puede llevar al caso 1) en base a la iden- 


tidad 
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.5s 7 0 A e A 
RA A Es Ka) | (o) 82) (1] 
que es de la forma o: 
EsempPLo: . A 


L 
Calcular lim | cotg x — 5 . 
o x 


En virtud de la relación [1] es sr A A, que para =0 
x c-tgx 


toma la forma eS 


Aplicando la fórmula de L'Hospital resulta 


PFP 

1 = ' 7 
lim cotg x —— |= lim LA EL. 
Xx T>U I+* tez ¿—0 


: — sen? x , — 2 sen x- cos x 
= la ñ———2— ma, ——_——ñáá— = 
r>0senxcosr+x  *>0-—sentx++«<«<0s%x +1 


— sen x 
E COS E = 9 6 ud, 


EJERCICIOS: 
Verificar los siguientes límites: 


1. lim|!_ coz|_o 2. lim | 2 —cotg? 2, 

in [: me | 20 00 3 

3. lim 1 A A! 4.  lím (sec 3x— tg 1) = %. 
20 [sent 232 |. 3 Ds yn 

6. lim [5-=sz | Sy. 

20 | 72 x 3 


5. MN PA 
tm [5- 7 |= 2 
mm [2 _ma+D]__1, 

ara e E: 


V) Son también indeterminados los límites f(x) en los casos 
que se pueden escribir, simbólicamente, 
0%, 1%,. 50%, 
Pero esta indeterminación se salya tomando logaritmos, pues enton- 


ces se trata de hallar el límite de g(x) «In [f(x)], que en estos 3 
casos toma la forma 0- «wo, que ya estudiamos en 111), 


EJEMPLOS: 
1%) Calcular lím 2% cuando x > 0. 
Sea la función y = 2%. Tomando logaritmos neperianos resulta 
inry=x+*Inz, 
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que se puede escribir 


In y = 


e 


les 
expresión que para x-—>0 es de la forma =' 


La regla de L'Hospital dice que el límite L de este cociente está dado por 
el límite del cociente de las derivadas 


Siendo L = 0 el límite de ln y cuando x > 0, debe ser el límite de y = + =1. 
Luego, 1* > 1 cuando 1 —>0. 


Calcular lim (1 + 1)c0t87, 


Este límite es de la forma 1%. Tomando logaritmos es 


In (+1) 
e : bs , 
cotg x 


In y = cotg x + ln (1 + x) = 


y el limite L de este cociente, de la forma 5 se halla por la regla de 
L*Hospital 
cost í 


tz 


Por consiguiente, si Iny —> 1, debe y > el =e. 


1 sen 
Calcular lím ( a ) 
r=U Xx 


Este límite es de la forma %% Procediendo como en los casos anteriores 
resulta 


£ =lím 
tU 


1 Inx 
Iny=senz-Inf - | =-—senz-Inrx= — > 
XI 
sen x 
Ed “s 00 
El limite L de esta expresión de la forma z' es 
1 
, p- as a 
L= lím Ea O a E 
2-0 cosr *.». zx cos x 


Luego, el límite buscado es e? = 1. 


EsercIcIOS: 


1. 


Verificar los siguientes limites: 


1 


lim (In 1)1-Ins= 1, 2. límasenz— 1, 
=> 


PL 
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1 
« Tr F 
, tm (1-2 )=e. 4. Jin (3 arctgz) 1 
1 6. lím (tg 1)*n28 = 1, 
a Jm (1 + 2)%=1. ei 
1 ] q Y 
lím (cotg 1) 1282 = e, 8. lím (5) q. 
E 2 : Inzx Y 
9. lim(—Inz)e=1. 10. 1 ( ? =b, 
2 , 
11. lím (2 — 1) te3ne— er. 12, ¿im sen xter— 1, 
+ 
13. lím x ale—= el, 14, lim (1 + sen 1)*%tB2%— e, 
2 _1a 
15. lim (e?z + 1)*=e8, 16. lim (cos ax)cosectto—= g 20 
1 9 z 2 
E7. lim, (cos ay —=e 40. 18. lim (Garre ) RE 
19. lim (1 — x)0terr—e z 20. lim (tg1)'8% = e1, 
3 e 
: 1 ¿ 
21. lim, ES la =$ 22. lím (1 + 12)cosec%a — e, 
XI Nu 


4. TEOREMA GENERALIZADO DEL VALOR MEDIO 


La fórmula de Cauchy permite expresar el cociente de los in- 
crementos de 2 funciones f(x) y q(x) mediante el cociente de las 
respectivas derivadas consideradas en un punto intermedio del in- 


tervalo 
fa) —f() fa) 
pía) pla) q (a) 
Si las funciones f(x) y p(x) son nulas en el punto a, resulta 

Fo _ fia). 
pa) p'(a) 

Cuando x varía en un cierto entorno del punto a, x, también 
varía en un conjunto de valores de ese mismo entorno. Si existe el 


, azi <z 


d , 
límite de ES cuando x—>a, también existirá el límite o] 
cuando x,>a y, por consiguiente, también existirá a pa. El 
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límite del cociente de 2 funciones que se anulan para x= a es igual 
al limite del cociente de sus derivadas cuando 1 > 4. 

¿Qué sucederá si las derivadas se anulan ambas en x= a? Co- 
mo se trata de 2 funciones f'(x) y q'(x) que se anulan en x= a, 
se puede aplicar el mismo teorema, y el limite del cociente de estas 
derivadas será igual al límite del cociente de las derivadas segundas 
en 1=4: 

p'(x)  q”(zz) 

Si las derivadas segundas también se anulan en x= a, se vol- 
verá a aplicar el teorema, y st esa anulación se continúa hasta la 
derivada de orden (n— 1), se podrá escribir la generalización del 
teorema de Cauchy: 

1) _ 100), 
pt) om) 

Una función q(x) que cumple las condiciones exigidas es 

p(x) = (2 —q)% 
pues siendo q'(1) =n (x— a)”"; q”(x) = n(n— 1) (x— a)””; 
paD(x) =n! (—a); q'"(x) = n!, será q(a) = p*(a) = 


con a<E< 1. 


== p”(a) So pon (a) = 0; pa (a) = n! 
Se obtiene así la fórmula generalizada de Lagrange: 
(02-10, 
Ex — aj” n) 
es decir, 
f(x) = E me), con a< E <x, 


n! 
fórmula válida toda vez que la función f(x) y sus (n— 1) prime- 
ras derivadas se anulen en x = a y exista la derivada n-sima. 


5. FORMULA DE MACLAURIN PARA UN POLINOMIO 


. * . . Pl ... 
Estudiaremos las relaciones existentes entre los coeficientes del 
polinomio 


Pl) =tt+art+artart..ruasr?+az [1] 
v las derivadas sucesivas de P(x). 
Derivando sucesivamente resulta 
P'(x) =41 + Lay + 3H... + (n—1) 4411? + nai"; 
P"(x) =2%3 + 3 Lair + ... + (n= 1) (n-— 92) ar”? + 
+ n(n$—1).4; 
P'"(x)=3-2La + ... + (n-— D(n-— Y (n-— 3) an ux”* + 
+n(n-— 1)(n-—92) anx"?; 
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Plz =rir—Dir—2 ... la, + (r+ 1? rir—1) ... Dajyx + 
Eos E nn— Dia) e. (EE + ida; 


TO IRE e QUO NA OUT ENE ER AAA IIA A OA EIA ENANA NICOLE ARES NAS 


Si en estas expresiones de la función y de sus derivadas reempla- 
zamos z por O y escribimos, como siempre, el producto 1:2:3-...-n 
con el símbolo n!. se tendrán las relaciones buscadas: 


P(0) — ¿5 P'(0) 0, P"(0) — 24»; P*"(0) =3: 2a: == 3laa; 
Ppm0) =ríir—1)(r—29) ... la, = r las; 
Ppm(0) =n(n—1)...1 = nla,. 
Es decir, será 


ao =P (0); a =P(0); a =3P"(0) 


y, en general, 


a, = - PU), 


A 


y reemplazando estos valores en la expresión [1] llegamos a la fór- 
mula de Maclaurin: 


P(z) =P(0) + P'(0)x + SP r0) - ES +... + 


+ pooya”, [2] 


» 
que se escribe empleando la notación de las sumatorias. 
e 
PD =Z2 AP). 
r=0 > 


DesarRROLLO DEL BINOMIO DE Newton: Puesto que el producto 
de » factores lineales del tipo (a + bx) es un polinomio de grado », 
podremos aplicar la fórmula de Maclaurin al polinomio 

P(x) = (1 + x)”, 
para el cual es 
PUR) SATA. PAU) E ni ESA 
P"(x) =n(n-— 1) (n-— YD(1+:0"?; dl 
Pax) = (a — D(um—:2).... 2-1, 
Haciendo xr = 0 resulta 
P(O)= POF=ñn; -P”(0) = 1 (n—1); 
PO) ==» (=D ta — Bl mi 
Pm(0) =n(n— 1)(n—-92)...2:1=nm! 
Reemplazando en [2] se tiene 
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(1 +x)"=1 A A 
ms A 
y utilizando la expresión de los números combinatorios de Euler: 
AR _ Ri Di MAN sil 
ASS 


obtenemos el desarrollo del binomio de Newton: 


ara pa (per (per. +(1). 


A partir de esta fórmula es fácil calcular el desarrollo de la po- 


tencia n-sima de la suma (a + b). Escribiendo a + b= a | + ; | E 


b 
=4.(1 + 2%), ¿con += me resulta 


(a + b)=a* (1 + 2)" = ar 1 + )+ (3 )a+ o + 
b p? $3 b" 
n pe, A > Jn y2 EVE: GRANA Jn Na 1 
(a ).] a [Ape (3) dir Fosa ea ls | 
= q" + (1). + (aero +(3) emos +... + (mv 
2 3 n 


6. FORMULA DE MACLAURIN PARA UNA FUNCION CUALQUIERA 
¿Podremos aplicar la fórmula de Maclaurin que hemos deducido 


para los polinomios al caso de una función como la homográfica pu 


o la trascendente sen 2? 

Evidentemente, no, pues en el caso de los polinomios al cabo de 
n derivaciones (siendo n el grado del polinomio) llegamos a un valor 
constante y la derivada de orden (n + 1) será idénticamente nula. 


En cambio. para f(x) = Py resulta 


Fa) = 034 fd 1—AZ Pa 2 410 
PUE) == (LIA <a TAM =A Ada, 
y podremos seguir derivando indefinidamente. 


Por consiguiente, la fórmula de Maclaurin se podrá escribir, en 
este caso, 


[(2) =100) + F(0)x + 3 f0)a? + Pr) + 7 


de A ífn-1) y yn-1 
EP e Ys 
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En el caso de f(x) = 7 - resulta 


(0) =1; fF(0)=43 f(0)=2l f'(0)=3!; 
[0 (0) = (n—1)! 


. 
....os 


y, por consiguiente, 
f(x) == LEAR EPIA EA Ta, 


Como se sabe del álgebra que ; = =1+H+E ER o Pad 


resulta T,(x) = qa 
de a 0. 


7) y esta expresión, si (1 < 1 y n= «o, tien- 


Bajo estas condiciones se podrá escribir 


- a E de o E E ds 
Íl—zi 


resultado ya conocido, por otra parte, del estudio de las series geomé- 
tricas, 


7. FORMULA DE TAYLOR 


En las fórmulas de Maclaurin el punto x= 0 desempeña un 
papel excepcional. Es evidente que 


se podrán obtener otras fórmulas aná- A: E: O LE 


logas si en lugar del punto x = 0 se y — Bi 

considera otro punto x= a. a 5 2% y/4 
Así, si se reemplaza el extre- = 

mo O por «, el extremo x por a + h a 6 


a // 4 
re—T-Q +1 


Fic. 1X48, 


y el intervalo x por h, tal como lo 
muestran las figuras I y II, se ob- 
tendrá la fórmula de Taylor: 


farm =fa) + É 10 le Lo de GA 


(a — Y 


Con las notaciones de la figura IT se obtiene 


TE 


Fa =$f(a) + LD a =a) + E2 ae" + 
lid E 
(6 — EN 


EXPRESIÓN DEL RESTO EN LA FÓRMULA DE TayLor: Simbolizando 
con T, (7) el término complementario o resto de la fórmula de Taylor 
se tendrá, de acuerdo a la última expresión, 


e Y + Pi 
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Tn(x) = f(x) = fla) — f'(a) — 


= Ar pues (a). 


Evidentemente, es 7,(a) = 0; otro tanto sucede con las (n — 1) pri» 
meras derivadas de T (1) en x= a: 


TO = FE IS (E) 0) > 5 


AO; Ti 0 


ETE) =P) == MP o 


== n-3 : 
TAPIA TO SO 


SNA AND AAA A A OA DANNA AA 0 A/A A A DA es eee e 


TM = 2) JA. TA =0 


La derivada n-sima es TW(1) =f"(x). 


4-0 mo UN 


(x= aj? 
91 


Al término complementario 7,(x) se le puede aplicar, por con- 
siguiente, el teorema generalizado del valor medio, pues cumple con 
las hipótesis de ser una función continua y derivable que se anula 
así como sus (rn — 1) primeras derivadas en el punto x =a. En- 
tonces se puede escribir el resto en E forma de Lagrange: 


Pat) =E22 pm), 
y la fórmula de — con el sao será 
fa =109+ EL 1 ++ EE o) + 
E. 


y 0 src), cona<E<z. 
Si a =0, se tiene la fórmula de Maclaurin con la expresión 
del resto: 
== - A rata ANAIS == (m) 
(D= HO HH TO +. + ml (0) + F(0x), 


donde es 0 < 0 < 1, con lo cual resulta 0 < Ox < z. 
EJERCICIOS: 
1. Aplicar la fórmula de Maclaurin a la función 


qa 


¿ee EE 


y determinar el valor de € en la expresión del resto de Lagrange. 
Solución: Por ser 
[W(1) =n (1 —1-9D, fmM(0x) =n! (1 — 00)- MD, 
resulta 
1 


id E AS 
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zn n! zr 


A A E TL ÓN 


Haciendo directamente la división se tiene como expresión del resto 


q" 
No 
Luego, igualando las dos expresiones resulta (1 — 0x)"*1=1 — x, o sea, 

1 TZ 
O ai E 
x 


2. Aplicar la fórmula de Maclaurin a la función 
1 


pe l+z 
y determinar el valor de € en la expresión del resto de Lagrange. 
»n+1 
Y) ma 
R: AA si n es par, 


CÁLCULO DE FUNCIONES MEDIANTE LA FÓRMULA DE MACLAURIN: 
Si repasamos las definiciones dadas en los capítulos III y IV, observa- 
remos que hay funciones, como los polinomios, que se calculan em- 
pleando operaciones aritméticas y, por consiguiente, se pueden tabular 
con tanta aproximación como se quiera. En cambio, hay funciones, 
como el seno o el coseno de un ángulo, que se han definido geométrica- 
mente como el cociente de 2 segmentos. ¿Tendremos que medir seg- 
mentos para hallar los valores de las funciones trigonométricas? Este 
procedimiento limitaría enormemente la exactitud de los cálculos. Pre- 
cisamente el teorema de Maclaurin (y más aún el de Taylor) per- 
mite expresar una función mediante un polinomio y un resto, que, 
si bien generalmente no se puede calcular exactamente, se puede aco- 
tar, y con ello se puede saber cuántas cifras pueden considerarse exac- 
tas dentro del valor aproximado que así se obtiene. 

Aplicaremos la fórmula de Maclaurin a varias funciones de las 
más importantes de la matemática, mostrando cómo se determinan 
efectivamente sus valores. 


1%) DesARROLLO DE é”: Siendo todas las derivadas de e” iguales 
a e”, las expresiones f(0), f'(0), ..., f'""(0), serán todas iguales a 
e” = 1 y la fórmula de Maclaurin resulta en este caso 
q - an E a 
e=t et AA 0<0<t 


Fijado un valor cualquiera de x, para un valor de n suficiente- 
» Y > : 
mente grande el cociente Al puede hacerse tan pequeño como se quie- 


ra, y puesto que e” es un valor finito < el*l, se ve que el término 
complementario tiende a cero. 


En particular, si x = 1, se tiene una expresión para el cálculo 
del número e, con el error correspondiente: 
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ll Gs 1 
pd "TE 0<0<i. 
Para n = 7, por ejemplo, resulta 
1 1 1 1 
est++ Fat tattdt 
con un error de fórmula igual a 
1 3 1 
ZA a A 
a 


Se obtiene asi e =— 2,718, con todas sus cifras exactas. 


Nota: La fórmula [1] permite demostrar que e no es un número ra 


pues de ella resulta 

; e 
(n — 1)!e — número entero + —- 
n 


Si e fuera racional, siempre se podría encontrar un valor n tal que (n — 1)1 
fuera entero, con lo que resultaría 
número entero = número entero + fraccionario, 
er a . ¿ E E a 1 
pues — €s siempre fraccionario para NR >3 por ser e <3, Fsto es un absurd 
= ' 
que proviene de haber supuesto que e era un número racional. 
El punto de demostración mucho más dificil es el de determinar si se trata 
de un número irracional algebraico (como Y2) o irracional trascendente, es decir 
que no sea raíz de ninguna ecuación algebraica de coeficientes enteros. En 1874 
CuarLes Hernmrre, célebre matemático francés, demostró que era un número tras 
cendente, Siguiendo sus métodos, el matemático F. LivnbemaN demostró en 1882 
que x también era trascendente, cerrando así la secular discusión de la cuadra- 
tuwra del circulo. 


9%) DESARROLLO DE sen 1: 


De f(x) =senzx resulta f(0) =0 
f(x) =c0s x f'(0) = 


f"(x) = — senz f”(0) = 
f(x) == —cosx f”(0) = —1; 
f(x) = sen x f (0) = 0; 


bea. o. 6óbte s ya aaa ela  aeAA e a  4000.A ya AA 


A 1 : ! 
y, en general, f(x) = sen | 1 + ym), como ya se ha visto an- 


teriormente (pág. 171). 


Aplicando la fórmula de Maclaurin se tiene 


yA e mi en y an 
sen Y E ul E) italia E LF inebs 
1? 3) 5 (2 - $ NN 
con 
PIES | pan 1 7 
Para Ox) == A sen| Dx +-(2n + 111 
sl (2 11! UN (2 + 1)! | 2 z 


Puesto que sen « siempre toma valores comprendidos entre — 1 
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¡Sera 


(Cn +1)! 
sión puede hacerse tan pequeña como se quiera con tal de to- 
n suficientemente grande. 


Propongámonos calcular sen 2? con 6 decimales exactos. Puesto 


gana 0,034920= 
O e A 
2% — 0,0349066 radianes y Ton < EnFDI EnF DT re 


ta, para n = 2, Tons, < 10. Entonces es 


4 1, resulta [Tan] < >» y para cualquier valor de x esta 


a 
6 


haciendo los cálculos con 7 decimales se obtiene fácilmente 
sen 2% — 0,034899, 
todas las cifras exactas (1). 
32% DESARROLLO DE COS 2: 
De fix) =cosx resulta f(0) =1; 


f(x) =—snz f"(0) =0; 
FE) == 0 f"(0) = —1; 
f""(1) = senzx f""(0) =0; 
f(x) = cos x P"(0) = 15 


y, en general, f(x) = cos (= 4 a) 


En virtud de la fórmula de Maclaurin se obtiene 


a 5 4 qan2 


=S —_ A a o ASA 
cosx = 1 ata rm. EG L) ena ++ 


con Ts, = cos (Ox + na). 


En DJ 
Como el coseno es, en valor absoluto, siempre menor que 1, 

lx aan 

resulta [Ton] < (an) 


como se quiera. cualquiera sea x, con tal de tomar n suficientemente 
grande. 


amy? y esta expresión puede hacerse tan pequeña 


Sea calcular el coseno de 1 radián con 6 decimales exactos. Resulta 


[Ta 2] A mi —= ST 


y con 2n = 10 queda |7»,| < 2,76 - 10”, 
Aplicando el desarrollo de Maclaurin con 5 términos se tiene 


(1) Para lo relativo a errores en los cálculos aritméticos véase M. SanoskvY: 
Cáleulo numérico y gráfico, pág. 28. 
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1 1 1 1 
atacara 

Efectuando los cocientes con 7 cifras exactas y agregando i 
errores de cálculo el error de 7 resulta cos 1 = 0,540302, con 
sus Cifras exactas. 


cos1 = 1 — 


4) DESARROLLO DEL LOGARITMO: Como en la fórmula de Ma 
rin se utilizan los valores de la función f(x) y de sus derivadas 
x=0, y la función f(x) = ln x, así como sus derivadas, son 
tinuas en x= 0, se estudia la función f(x) = ln (1 + 2), que 
gular en z=0. 


Si suponemos x > — 1, se obtiene 


[(2) =1n (1 +2), f(0) =0; 
1 
Aci E id (0) =1; 
pi = Usa; f"(0) =-—1; 
f"(1) =2 (1 +2)7, f"”(0) =2; 
Pia ==234+D0% P"(0) = —2-3=8 


Fa =T= Dm -—1 (1 +2)”; 
La fórmula de Maclaurin establece la relación 
q? 273 3lx* 


ln (1+1)=1=>3 +39 PY A 
== n m2)! n-1 ; 
+ tud) (Mi > PES 
a e 
In (1 +:x) =x JE E sas FR 11M 


con 
(n— 11 e 1 > e 
= me e O ES AA / y IN A, 
AAA lx) o 


Sies0<zx<i1 » y la expresión del resto puede 


1 
de > 
tan pequeña como se quiera sin más que tomar n suficient 
1 
grande, pues es |7,| < o 
Más adelante demostraremos que el resto tiende a cero 
quiera sea x del intervalo (— 1, 1) excluido x = — 1. 


Calculemos ln 1.5 con 2 decimales exactos. 


a Xx 05% Pr 
Como es |T,| < a Tm > y esta expresión es menor que 


cuando n > 5, resulta 
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A 1 1 
In 1,5 0 — AS 
| Efectuando las operaciones con 3 decimales resulta ln 1,5 — 0,40, 
con 2 cifras exactas. 


Veremos más adelante que el cálculo de los logaritmos nepe- 
rianos se hace utilizando expresiones mucho más convergentes que 
la que acabamos de emplear. 


En el capítulo XV estudiaremos los desarrollos de Maclaurin y 
de Taylor de numerosas funciones. 


Esercicios: 


Verificar los siguientes desarrollos de acuerdo a la fórmula de Maclaurin 
de 3 términos con la expresión del resto de Lagrange: 


l. nee 


2; tBr=x+> + PT 
siendo y, 100 (17 + 248 tg? Ox + 756 tg! Ox + 840 tgS lcd: 


8. APROXIMACION DE FUNCIONES 


RecTA TANGENTE. PARÁBOLA OSCULATRIZ: Considerando 1, 2, 3, 
. términos de la fórmula de Taylor, 


0 =10 +10 1-0 + Ed amar... + 


h "(a 
Y ? + “po (1 a)" +T», 
Az) se tendrán las siguientes aproximaciones: 


L (DO fo(z) = f(a); 

ID fi) =f(a) + f'(a) (z— a); 

y fa(x) = de + f'(a)(1— a) + 
+5f"(a) (x — a)”. 


.... +... .. +... +... +... so . +... <<... c+... ...s. 


¡ 

i 

i 

I 

i 

1 
17A 

Fic. 1X-9. 


La fórmula (1) es la aproximación de orden 0. 


La fórmula (II) es la aproximación lineal. Es la ecuación de 
una recta; más precisamente, la ecuación de la recta tangente a la 
curva correspondiente a la función f(x) en el punto x= a. 

La aproximación (UI) es la aproximación cuadrática. Es la ecua- 
ción de una parábola de eje vertical, llamada parábola osculatriz. 

Tomando más términos se tendrán aproximaciones superiores. 
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Además, la expresión del término complementario T, permite calce 
lar el error que se comete al adoptar un polinomio de aproxima 


EJEMPLOS: 


1%) Consideremos el desarrollo en serie de Maclaurin de 


yet: 
Ya vimos (pág. 255) que es 
A > 
ti qt TT 


” 
con == er (0<0<1). 


Y 


Fic, TX-10, — Aproximaciones de y = e”, 


Los polinomios de aproximación para x= 0 son 
(D f,(2) =1 +x, recta tangente; 


ID fa) =1+1+ 50, parábola osculatriz; 


ID (1) =1+:+ Ly AS Ex, parábola de aproximación de tercer orden. 
Con la parábola osculatriz el error que se comete es 
23 
e” — f,(x) =3%, 0<0<l. 


Si bien no se conoce el valor 0, se puede acotar el 2% miembro en un in- 


, 1 A 
tervalo dado. Asi, en 0<r<1 es e < e, y el error es < $ < 0,5. En 


el intervalo (0, 2) el error será < 10, y si se desea mejorar la aproxima: 
ción, habrá que recurrir a más términos 
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2%) El desarrollo en serie de Maclaurin de 


A 


F=MI=12=3 Pz . 


Pza 


o 
¡3 Ry 


Fic, 1IX-11. — Aproximaciones de y = sen 2. 


origina las siguientes aproximaciones: 


(Df ()=x; 


MD fat) =x E, 
E 
(ID) fy(x) =x — b E y 120" 


En el gráfico se ve cómo a medida que aumenta el orden de n mejora la 
aproximación respecto de la función sinusoidal. 


EJERCICIOS: 


Determinar la ecuación de la parábola osculatriz de las siguientes curvas 
en los puntos indicados: 


1. y=coszx en el origen. R: y=1-— sn. 


1 
2. y=lIn(1 +2x) en el origen. R: y=1-2 
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3. y=Ee en el punto z=1. R: y=30 (2 +1). 
e —%i_ y2+ 
4. y= . 5 en los puntos 1-=0 y z=1. iS a. P 
142 E 5 
PSA 
5. y=V1+z en el punto =0, R: y=1 +32 


CONTACTO DE 2 curvas: Dos curvas que se cortan en un punto 
se dice que tienen un contacto de orden cero (fig. 12). Si en el 
punto de contacto tienen derivadas primeras iguales, es decir, si tie- 
nen igual tangente (figs. 13 y 14), se dice que las curvas tienen un 
contacto de primer orden 


Y Y ” Y 
L, 
xx" fe Fa) 
Fa 
yl) E 
yla) Y(z) 
LT 7 L T 
Contacto de orden cero Contacto de primer orden Contacto de segundo orden 
Fic. 1X-12, Fic. 1X-13. Fic. 1X-14 


En general, si 2 funciones f(1) y g(x) tienen igual valor en 
un cierto punto x, y además en ese punto tienen iguales las deriva- 
das primera, segunda, ..., n-sima, se dice que las 2 curvas tienen 
un contacto de orden n. 

Para asegurar que 2 funciones tienen un contacto de erden n 
habrá que calcular las derivadas sucesivas y verificar que en el punto 
común coinciden los valores de las derivadas sucesivas hasta el orden ». 


EJEMPLOS: 

1%) Las funciones f(x) =e* y g(1) =senzx + cos tienen un contacto de pri- 
mer orden en x=0, pues es f(0) =g(0) =f'(0) =g'(0) =1, mientras 
que f"(0) =1 y g”(0) =-—1. 

2%) Las funciones f(x) =e* y g(x) =3 (sen x + cos 1) => (sen 27 + 2 cos 21) 


tienen un contacto de tercer orden en el origen, pues f, f', f”, f'”, e, e”, 
g” y g'” toman para =0 el mismo valor 1, como el lector verificará fá- 
cilmente. 


Nora: Más adelante veremos cómo determinar en cada punto de una curva 
una circunferencia que tenga con ella un contacto de 2% orden (círculo osculador). 


Esercicios: 
1. Verificar que las curvas 
1 
y=Mx% =P +1, 


tienen un contacto de tercer orden en el punto (0, 1). 
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(Esto es lo que permite en la técnica tratar, con una cierta aproximación, 
como si fuera una parábola, la catenaria. La verdadera naturaleza de esta 
curva fué reconocida por Huycens, Leimniz y J. BernwoviLLI. Aun GALILEO, 
que estudió el problema de los hilos, no llegó a dar con la solución exacta). 
Hallar el orden de contacto de las siguientes curvas: 

Y=X, YSL, Y =XCOSI, 

- en el origen. 

R: 2” orden. 
Determinar el orden de contacto de las curvas 

r=A y=*4r, 
en sus puntos de intersección, 
R: 3er. orden en el origen 


Idem de las curvas 

y=vVi+zx yr=1 +24 52 
en el punto de abscisa x= 0. 
R: 3er, orden. 


Determinar los coeficientes de la curva 
y=Acos x + Bsenx+Ccos 2x + D sen 2x 


de modo que sea osculatriz de y =3e2* en el punto x=0. ¿Cuál es el 
orden de contacto? 


R: A=8; B=16; C=D=-—5. 3er. orden. 


9. DISCUSION ANALITICA DE LOS MAXIMOS Y LOS MINIMOS 


Consideremos una función continua y con derivadas continuas 
en un intervalo (a, e). Hemos mostrado (pág. 201) que toda vez 
que la derivada en un punto es positiva la función es creciente, tal 


E 


Y) 


Fic. 1X-15. 


como ocurre en la figura en los puntos de los intervalos (a, b) y 
(c, e), y que cuando la derivada es negativa la función es decreciente, 
como ocurre en los puntos del intervalo (b, c). 
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En los puntos B y C, correspondientes a un máximo y a un | 
nimo, respectivamente, la derivada es nula. También es nula la: 
rivada en D a pesar de tratarse de un punto creciente, 

Utilizando la fórmula de Taylor caracterizaremos estos div: 
puntos. 

Supongamos que f(x) es desarrollable en el entorno del punto 
mediante la fórmula de Taylor de 3 términos: 


(1) =f(0) +00) + - FC, siendo: 


(2 = a) 
21 


Admitiendo que f'(x) se anula en el punto a, mientras que f”( 
no se anula para x = a [con lo cual se puede asegurar que f”(E) 
será nula gracias a la supuesta continuidad de las derivadas], la 
presión anterior se puede escribir en la forma 


f(x) — f(a) = EL po(8) = expresión positiva X (78). 


Si f”(a) es un valor positivo, también lo será f”(E) eligien 
un valor de x suficientemente próximo a a, y entonces la diferenck 
f(x) —f(a) será positiva. En otros términos. para cualquier x de 
un cierto entorno de a será f(x) > f(a), lo cual equivale a decir q 
f(a) es un valor mínimo. Tal es el caso del punto C de la figura 15. 


Análogamente, si f”(a) es un valor negativo, también lo será 
f"(8) en un cierto entorno de a, y la diferencia f(x) — f(a) resulta 
negativa, o, lo que es lo mismo, debe ser f(x) < f(a) cualquiera sea 
el x de ese entorno. Por ser f(a) mayor que todos los valores f(x) 
de la función en un entorno del punto x= a, resulta ser f(a) el 
máximo. 

Confirmamos así en forma analítica los resultados obtenidos geo- 
métricamente en la página 203. 

¿Qué sucede si además de ser f'(a) =0 es f”(a) = 02 Supon- 
gamos entonces que sea f'”(u) + 0. 

La fórmula de Taylor de 4 términos 
(Ea us 


3] f"(a) + — TF) 


f(x) = fla) + (2— a) f'(a) + 
se puede escribir en la forma 
(x— a)? 


2) —1(0) = 8). 


Ahora el factor de f'”(E) no es siempre positivo. sino que es 
positivo o negativo según que sea 2 >0a401<a. 
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Por consiguiente, resulta: 
para x>a, es f(x) > f(a); 


Si f"(E) >0 para z<a, es f(x) < f(a). 


para x>a, es f(x) < f(a); 


Si (E) < 0 
Í para 1<a, es f(x) > f(a). 

En los 2 casos la tangente horizontal atra- 
viesa a la curva; en el primero el punto es 
creciente (punto D de la figura) y en el se- 
gundo decreciente. Se trata, entonces, de un punto de inflexión ho- 
rizontal. 

Pero también podría resultar f'”(a) = 0 y no nula la derivada 
cuarta. Tal es el caso de f(x) = x* para a =0. 

Consideremos, en general, que las (n— 1) primeras deriva- 
das se anulen en un punto x= a, mientras que la derivada n-sima 
tiene un signo determinado. El desarrollo de Taylor queda enton- 
ces reducido a 

(x= 


f(x) —1() = EL puto), coma <E<z. 


Habrá que distinguir dos casos: n par y ri impar. 

1%) n par. Entonces el signo del 2% miembro sólo depende del signo 

de la derivada n-sima. Si ésta es positiva, resulta 
f(x) >f(a), y en z=a se tiene un mínimo. 

Si, en cambio, la derivada n-sima es negativa, es 
f(x) <f(a), y en r= au se tiene un máximo. 

2%) n impar. El binomio (x— a) es positivo o negativo cuando es 
x>a0r<a, respectivamente. Elevando a una potencia impar 
resulta positivo o negativo, respectivamente. Es decir, cambia de 
signo, y, por consiguiente, la diferencia f(x) — f(a) cambia de 
signo según que sea 1 mayor o menor que a. Se trata de un 
punto de inflexión horizontal. Si además f'"(a) es positivo, el 
punto es creciente, y si es negativo, decreciente, tal como hemos 
visto para n = 3, 


Fic. IX-16. 


EsEmPLOS: 

1%) Calcular máximos y minimos de 
y = (1-1)? (1 — 2)? 
Fic. 1X-17, La derivada primera 
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y'=(x-— 1)? (x-— 2) (5x — 8) 


se anula en los puntos x, =1; 1=2; 2y => que dan los po 


ximos y mínimos. Calculando la derivada segunda resulta 


” ” "” 18 
yy (1) =0; y"(2=2 >0; r($)=-E<0 


Luego, hay un minimo en z¿=2 y un máximo en 2x3 ==>» Para de 


sobre 1, =1 se calcula allí la derivada tercera y'”(1)=6>0, Si 
impar la primer derivada que no se anula en x, = 1, se trata de un | 
de inflexión. y 


2%) Calcular máximos y minimos de la función 
y=(x—921%+ 1. 

La derivada primera es y'=4(x— 2)*; se anula en x=2. Pero 
bién se anulan en ese punto y” =12 (7.— 2)2; y'” =24 (x— 2); : 
primer derivada que no se anula es la cuarta: y!Y — 24 > 0. Luego, a 2 
corresponde un minimo, cosa, por otra parte, evidente, pues el valor Y 


que puede tomar esta función positiva es el correspondiente a la anul: 
del primer término. 


10. CONCAVIDAD, CONVEXIDAD E INFLEXION 

Según que una curva esté por encima o por debajo de la 
tangente en el entorno de un punto se dice que es cóncava O Q 
vexa en dicho punto, tal como ya dijimos en el capítulo VIIL 

Demostraremos ahora, por otro camino, que la concavidad o ct 
vexidad depende de que el signo de la derivada segunda en el pu 
considerado sea positivo o negativo, respectivamente. 


Í, 


Lonvexa 


Lóncave Lóncave 


Ar 
Fro. 1X-18. Fro. 1X-19. 


Supuesta la función f(x) continua y derivable, y con derivada 
segunda no nula, se puede escribir la fórmula de Taylor de 3 términos: 


f(x) =f(a) + (x— a) f'(a) + z f=PITE. ama <E< 


Pero puesto que (x— a) es un incremento de la variable indepen- - 
diente, resulta f'(a) (x— a) =f'(a) Aa = df(x), y podremos escribir 
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[/(x) — (031 — df(a) =5 (2 0)*f"() = 
= factor positivo X f”(E). 


tpresión entre corchetes es el incremento de la función f(x), de 
| que el primer miembro mide la diferencia entre este incre- 
lo Af y el incremento de la tangente df. 


Si es f”(E) >0, esta diferencia es positiva y la curva está por 
ima de la tangente, es decir, es cóncava o, como también suele 
rse, tiene su concavidad hacia el eje de las y positivas. 


En cambio, si es f”(E) < 0, la diferencia será negativa y la 
va estará por debajo de la tangente: es convexa o tiene la conca- 
l hacia el eje de las y negativas. 


Si la tangente atraviesa a la curva, será f”(E) =0, pues si tu- 
'N un signo determinado, la curva, como acabamos de ver, estaría 
encima o por debajo de la recta tangente. Luego, los valores que 
lan la derivada segunda determinan los posibles puntos de infle- 
l. Para asegurarse que se trata efectivamente de una inflexión 
le analizarse si la diferencia Af — df cambia de signo según que x 
Mayor o menor que a. 


') Estudiar la concavidad, convexidad e inflexión de la curva 
y=e*P, 
Siendo y' = —2re"", y” = — Le? 4 4xler* — De-* (272 —1), 


Y 


L aflexión — Jafierxión 


Lóncava Cóncava 


Fic. IX-21. 


se observa que es 


y" >0siz> 5 v2 0or<— > V2 (concavidad hacia el eje de las y positivas); 
y" <0si — 5 V2<x< LL (concavidad hacia el eje de las y negativas) ; 


E =bas=< 5 VA (puntos de inflexión). 


2%) Estudiar la concavidad, convexidad e inflexión de la curva 


EJERCICIOS: 


E, 


y=184—-31+1. 5 
Por ser y' =3122— 3, y” — 6r, resulta que la curva será cóncava si £ 
y convexa si z< 0. La inflexión se tiene en z=0, y=1. Además, 
la derivada se anula en +1 y en — 1, se tienen allí el minimo y 
ximo, respectivamente. 


xt — 2135 + 27 
a—1 
Solución: Efectuando el cociente indicado resulta 
1 
r=r—2+14+_ —" 


a— 1 


Estudio de la curva y= 


Ya hemos visto anteriormente (pág. 54) que los puntos singulares 
1=+1,x=-— 1, y las rectas que tienen esas ecuaciones constituyen 
asintotas verticales. 
El numerador de la función se anula para 1, =0, 22 — — 0,84, y ésos 
los únicos ceros de la función, 


¿ a z _ ¿E 1) (058 
La derivada y =2| 6-1 - E 7| == g ==" 
anula en los puntos xy — 1,62; 1, — —0,61; 1, — — 1,325. En estos 
tos la tangente es horizontal. Además, siendo el denominador positivo, Y 
los valores x > xy es y' > 0 (función creciente); en el intervalo Zy < E 
es y'<0 (función decreciente). Para 21; <x<Úxzx, es y'>0 (f 
creciente), y finalmente, si es 1 < x5, es y" < 0 (función decreciente). 
Estudiando la derivada segunda se puede ver, tal como aparece en la fig 
ra 27 de la página 53, que la curva es cóncava si es 1 >1úx<-= 
y convexa en el intervalo —1<zx<-+1. En el origen, a pesar de 
larse la derivada segunda, no hay inflexión porque allí también es 
la derivada tercera. 
Estudiar las variaciones de la parábola cuártica 
11 
Sr 
R: La función es decreciente en el intervalo (— 0%, 2) y creciente en € 
intervalo (2, + %), Para — %W<x<l la curva es cóncava, en el inter 


16 
y= 1-24 101? — 8x + 


5 5 
valo (a 3 es convexa y vuelve a ser cóncava entre t=3 yaI=>+0 


Los dos puntos de inflexión son x=1 y x= , 


3 en el primero la tangente 


: ; ; 16 
es horizontal, en el segundo tiene pendiente — 7" En el punto x=2 hay 
un mínimo absoluto. 


Estudiar las variaciones de la curva y = 1? — 44% + 5x— 2, 


me 2 — 0 0 1 E 2 + 
y + + Y. 0 + A 
Y — % crec. — 2 crec. 0 decr. — 3 crec. O crec. + % 


27 
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La función presenta un punto de inflexión para => 


Estudiar las variaciones de la función 
y=(2—1) (2? +21 + 5). 


Mostrar que la curva es siempre creciente. Verificar que la ecuación de 
la recta tangente en el punto de inflexión es 721 — 27y = 136. 


Estudiar el comportamiento de la función 


e qe o 
A a 
” ; : 5 ; 
R: La función es discontinua en el punto 1= — e donde pasa la asintota 
. 1 5 7 > ; 
vertical. n= =7)+ la ecuación de la asíntota oblicua. Hay un 
máximo en z=—2 y un minimo en =— La curva es cóncava en 


Ol 
eel 


5 
el intervalo — << — y y convexa en — AS I<+o, 
Estudiar las variaciones de la función 
a 1 
t=+ + P. 
Solución: Esta función está definida y es continua, salvo en el punto x=0. 


k 18 — 
La derivada y'= 


ET anula para z= Y4, donde la curva tiene un 
a TI 


minimo, 


La asintota vertical es el eje y. Cuando x crece indefinidamente, pS tiende 


, A, ERES 
a cero y la parábola y=q" es una curva asintótica. 
En el punto z= — 2 la curva tiene un punto de inflexión. 


Hallar máximos, minimos, puntos de inflexión, concavidad y convexidad de 
la curva 

A 

3a2 + Er 


Determinar las asíintotas, Efectuar la a EZ gráfica. 


y= 


R: Los valores extremos se obtienen en x= = Y Loa, — 1, correspondiendo 


el máximo al signo menos y el mínimo al signo más. Los puntos de infle- 
xión se obtienen en 0, + 1, — 1. Para la representación gráfica téngase en 
cuenta que se trata de una función impar y que la asíntota es la recta 


PP 
y 3 á 

Ni 712 + 20% 
Dada la función 2 +23 


determinar las asíntotas, máximos, mínimos, puntos de intersección con los 
ejes de coordenadas y con la asíntota horizontal. 


R: Asintota horizontal: y =7; asintotas verticales: x=1, x=— 3. 
Máximo en el punto z= — 2; en el punto =— 5 hay un mínimo. 
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. . 20 
La curva corta al eje x en el punto de abscisa — 7 Y Pasa 


a 1% : es 
El punto (- 5N o la intersección de la curva con la 


; ' 8 
zontal, donde la recta tangente tiene pendiente 3" 


Estudiar el comportamiento de la función 
1 
y =sen x + 7 cos 2x 


en el intervalo 0 < x < xn, determinando máximos, mínimos, concay 
vexidad, inflexión. Hacer la representación gráfica. 


R: La derivada es positiva en los imervalos( o, E (32 5) 


du 3 5 : 
RM, <N Y +1 y negativa en todos los demás 


tos de absci 
los puntos de abscisa e 3 6 


dis ] E 5 pie , 
Los máximos se obtienen en 1=5 y 1=¿H y el mínimo en z==xi 


La derivada segunda se anula en z—1rad y z — 2,14 rad; allí se 
tran los puntos de inflexión. 


Estudiar la concavidad, convexidad e inflexiones de la curva 
y=(1+32%)e*", 
Mostrar que cualquiera sea x es y <1. Hacer la representación 


R: Los puntos de inflexión se encuentran en z= + y = El máx 


obtiene para x= 0, siendo y(0) =1. La función es siempre positiva y 
tiene mínimo, 
Mostrar que la curva 

y = (1—1i2er 
es siempre < 1, 
Dibujar la curva determinando previamente máximos, mínimos y puntos 
inflexión. 
R: El máximo se alcanza en =0 [y'(0) =0, y'Y(0) < 0]. Los punto 


de inflexión se encuentran en 1 = + | 5 1,2247 
Estudiar las variaciones de la función 
y=xte rv, 


R: La función es decreciente en el intervalo (— %, 0), creciente de O a 
4 y nuevamente decreciente en el intervalo (4, + 00). 

En los intervalos (— %, 2) y (6, + %) es cóncava y para 2< x<6 es 
convexa. 

Tiene un minimo en el origen y un máximo en =4. Los puntos de in- 
flexión son 1=2 y x=6. 

El eje de las abscisas es la asintota horizontal. 


Sadosky-Guber 


ANALIOIO MATEMATICO 


Cálculo Integral 


O Copyright by LIBRERÍA Y EDITORIAL 
"ALSINA. Buenos Aires, 1958, 1958; 1960, 
1962, 1964, 1965, 1987, 1970, 1973, 1974, 
1975,1977,1979, 1980, 1982, 1984. 


Queda hecho el depósito que 
establece la ley 11.723. 


IMPRESO EN ARGENTINA 


ISBN Obra Completa 
950-553-000-5 

ISBN Volumen H 
950-553-020-X 


La reproducción total o parcial de este libro en cuaiquier forma que sea, idéntica 
a modificada, no autorizada por el Editor viola derechos reservados. 
Cuaiquier utilización debe ser previamente solicitada. 


A+ 


e 


1 00 


14. 


ty — 


INDICE 
PÁG. 
Capitulo X.— INTEGRALES INDEFINIDAS 
SECO ebaa ÓN os 273 
Teorema fundamental del cálculo integral. A E 
.Enmtegrales indefimidas ..........oo.ooonocor room 274 
Propiedades. Linealidad de la integración. Integración intrcedista. 
«Integración por sustitución .............o..- qe A o. 279 
E A 289 
Integración de expresiones de la forma Í e 
Integración de expresiones de la corrio 203 
Algunas integrales importantes. a+ ba + 
Integración de expresiones de la pen dia + bx. + cds.. 208: . 
"Integración por partes .. .....ooooooo eo ee dia O 
- Fórmulas de reducción. o Rare ds ae ql ÓN jes 
Cálculo de integrales aplicando e rlajosos A a OR 
Integración de funciones racionales ........ 0... oo ooo ccoo. ooo ce 310 
Introducción. Descomposición en fracciones simples. Solución «del pro- 
blema general. Teorema general de integración: delas : famciories ra- 
cionales. 
Integración de funciones irracionales algebraicas —. Se Ss Fs 321: 
Integración de diferenciales binomtias ... 0... 00.000 o 157 e EN 
Casos de integración. Funciones deci: y ono: > ihiegrntlas emen , 
- talmente. a 
Integración de funciones trigonométricas A nasa Ad 
Teorema general. ás q no E 
Integración de productos. de senos y cOsenos eN e e ES 
Fórmulas de reducción. De Da nd E 
Determinación de la constante de ntidne: A o OA 
"Significación fisica de la constante de integración. Do De 
Capitulo XP. — INTEGRALES DEFINIDAS 
El problema del área” 0. Ao E te A dy Laa 356 
Definición general de integral definida -......... ooo 360 
Propiedades de las imegrales definidas. : A NES: 
Teorema de la media ................... A A 0 
OTE ETACION: REALICE a AE 302 


SO) — 


0 


dle: Kimpson. 


SEGUNDA PARTE - CALCULO INTEGRAL 


"Integral definida con extremo superior variable, Relaciones, entes la” rá: E 


fica de ura función: y la de su integral. - A 
Teoremas fumlamentales ...... a Ed 


Cálculo de integrales definidas ......:. a e 
"Valor medio y valor eficaz de una función e 


Aplicación fisica, E o 
Tategración. numérica aproximada: .......... O A M 
Fórmula de los trapecios. Fórmula de Simpsom Exror. en da for mala 


Ze ” 


ARI ARAN ARI 


vI INDICE 

O. Ares en coordenadas pParamMbtricas ......ooooocrocrrnrrr rr 
100. ¡Loros Oriculados. ii A AA E At A E 
11. Xrea on coordenadas polares .......<.o.ooooooocooocareranar rr 


Relaciones entre las expresiones de las áreas eu coordenadas polares y 
pacumétricas, 
2. Integrales generalizadas . A e desta ais 
$3. Cálculo de algunas integr ales definidas A 
Fórmula de VYWVallis. Integral de Poisson. Fórmula de Stirling. Deter- 
minación de K. La función Gamma. Cálculo de 0'(3). La función Beta. 


+. Aa ] 
Cepinilo Xi, — APLICACIONES GEOMÉTRICAS ' 


L. Rectificación de curvas ...... a SS pas 
Curva no rectificable. >. +A 
Diferencial de arco. Vector ds .....0oooooocoocorra rr 


Integrales: el pUCAS 2. ARA A A Ad Ata 


Curvatura de Curves DÍBMAS .... o... oooococccronr rr rr 
Curvatura en coordenadas parométiicas .....ooooooo coco rra A 
Curvatura en coordenadas polares .......-.- O E A 
Expresión vectorial de la curvatura .....0.o0oocoorcoconro rro 
Movimiento de un punto sabre una curva, Componentes polares de la 
aceleración. Movimiento centrel: : 


DDN De da 


10. Circulo osculador ....... cio eno. ro oooon.o. nds as 
Construcción gráfica del centro de curvatura. 

11. Evoluta de una curva, Evalvente ...........ooo.oo.ooooo NENA 

12. Volumen de un sólido .............. o... oooooooocoooo- e 

13. Volumen de un súlido de »evolución ....... 0... 0... o... dto O 

14. Area de un sólida «de revolución ...... o... e... a ica 


Capitulo. XHIH, -—— APLICACIONES VÍSICAS 


1, — Momentos de un sistema de puntos ninterioles situados en una recta -... 
* Momento de inercia minimo. Aplicaciones. a la estadística, 
2. Momentos de uu sistema de puntos materiales situados en un plano .... 
Momentos de inercia. 
3, Momentos de lineas, superficies y VORUMEnes oo coooocacocro rn 
Momentos de una línea. Centro de graverlad de un arco de curva. Centro 
- de gravedad de una superficie. Centro de gravedad «¿de wna figura com- 
puesta. Centro de gravedad de una superficie bimitada por una curva doda 
ea coordenadas polares. Centro de guavelad de un sólido. 


4. Teoremas de Papus o de Guldin ...........- o aio 
3, Momentos de ¿MErCia .....o co oooocrncrnra rr 
By Baba a adi E a 


Definición, Teorema de la fuerza viva. Trabajo de la gravedad. Tra- 
bajo de expansión de un gas perfecto. El ciclo de Carnot. 


Capítulo XIV. — Siwraes NUMÚRICAS 


Longitud de un arco en coordenadas paramétricas os EEN Ea it 


Longitud de un arco en coordenadas polares a ó Pa ca aos A 


470 


+72 


48+ 
437 
492 


o 


10. 


11. 
12. 


INDICE 


Convergencia. Divergencia. Otras. formas de los criterios de com- 
paración. 

Criterios de convergencia: D'Alembert, Cauchy, Kummer y Raabe . 
Criterio de la integral de Cameby ...........oo..ooooo.. o 
Series e integrales, 

Serie de términos altermados .............o.... e 
Cálculo del error en las series alternados. 

Serie de térmaimos cualesquiera ........oocoococcorca ocaso rara oo 
Convergencia absoluta y condicional. Teorema de Riemann. 

Series de términos CoOBmplejos ......ooooocoooooro cr 
Algebra de las series ........ocooooonooonrorar arar 
Propiedad asociativa. Propiedad conmutativa. Suma de series, Mul- 
tiplicación de series. Teorema de Cauchy, Otros teoremas sobre pro- 
ductos de series. Un ejemplo critico de producto de series. 


Capitulo XV. — SEñntES DE POTENCIAS 


Introducción: ............ 

Radio de convergencia. : 
Fórmulas de Taylor y de Meciaurin . E e 
Desarrollo de funciones en series de. potencias O 


La función exponencial en el campo complejo. Fórmulas de Euler. . 


Relaciones con las funciones hiperbólicas. 

Operaciones con series de potencias .... o... .oococornco nooo. 
División de series de potencias. 

Derivación € Integración «de series ...........o.o.o.ocooocccor aceras 
Cálculo de logaritmos .......o.o.o.ooooooooroco ar 
interpolación en las”tablas de logaritmos. Cálculo de x. 

Desarrollo del binomio .........o.oooooooooennrocnon aa 
Series de arc sen zx y Arg Sh z. 

Cálculo de líqpites imdetermirtados ........o.oooooooonoo corran 
Cálculo de las integrales elípticas ..........coo.ocoocooccoor arcano 
Cálculo aproximado de integrales ........oo.o..oc.oooooooromommommo. 
Desarrollos esintÓticOs .........0ooooooconccocar rara 
La función error. . 
Series divergentes ......... o. .ocoooooo 
Un teorema de Couchy sobre sucesiones. 


Tndice aMabético ......... oo... a 


Yu 


Caríruto X 


INTEGRALES INDEFINIDAS 
1. INTRODUCCION 


Hemos visto que la derivada de una función y = f(x) puede 
interpretarse geométricamente como la pendiente de la recta tangente. 
Para la función y = 1? la derivada A 
= 2x mide, para cada punto de abs- 
a x, la tangente trigonométrica o pen- 
diente del ángulo a que forma la recta 
tangente con el semieje positivo de las x. 
Consideremos ahora el siguiente 
problema, en cierta forma inverso del 
anterior. Se asigna a cada punto 
del plano de abscisa x una dirección | 
tal que su pendiente sea igual al do- . Fic. X-1. 
ble de la abscisa z. 


Así, a todos los puntos de 
abscisa x = ; les deben corres- 
ponder direcciones tales que 
sea tga == 2 Xx 5 == 1, es decir, 


a = 457; .a los de abscisa x = 1, 

Co aq Urecciones de 63”26'; a los de 

abscisa — 1. direcciones de 

135%, etc. Es claro que en la 

figura 2 sólo se han señalado 

algunas de esas direcciones, 

porque, de lo contrario. se ob- 

tendría una mancha negra. 

Frio. X-2 ¿Cuál es la curva o las 

curvas que en cada punto tie- 

nen como pendiente esa dirección prefijada? Evidenternente la curva 

y = xx satisface aesa exigencia. Pero también la satisfacen las 

curvas p=7 +3, y=1x*— 1, etc, y. en general, todas las curvas 
que responden a la ecuación y = 1? +€ (€, constante). 

- Vemos entonces que, mientras el cálculo de las derivadas con- 
duce a un resultado único, el cálculo de las primitivas —-está es, el 
cálculo de aquellas funciones que tienen una derivada dada—- típue 
infinitas soluciones. 

Subsiste aún una cuestión: ¿Todas las soluciones están repre- 
sentadas por la fórmula y = 1% 4-C? Así es, pues de acuerdo con. el 
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Trortma FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO INTEGRAL: Lodas las fun- 
ciones que tienen ¡igual derivada dificren entre sí en una constante, 
o, en otros términos, todas las primitivas de una misma función di- 
ficreri entre sí en una constante. 


La demostración ya se lia visto en la página 240. 


Conviene destacur la importancia de este teorema de demostración tan ele- 
mental. 

Cuando se efectúa la suma a +b5b de 2 números el resultado es sérico. Se 
dice que la adición goza de la propiedad uniforine. También tienen esta propiedad 
las otras operaciones racionales (diferencia, producto, cociente o potencia). La radi- 


cacon, en cambio, no es uniforme, sino multiforme. Asi, ya es igual a +20 
a —2 y habrá que aclarar a cuál de las 2 deterininaciones nos referimos. En el 
campo de los núrueras complejos la logaritmación es infinitiformie, es decir, tiene 
infinitas determinaciones; por ejemplo, les infinitas determinaciones del logaritmo 
teperiano de 2 están comprendidas en la fórmula 11.23 2kxi, con k=0, +1, 
+2 673, .,.. Conocido un valor del logar ibmo se conocen todos los demás agre- 
gánaode un número entero de veces 2xj, 


En el cálculo de las primitivas vemos que también hay infinitas soluciónes, 
pero, toda vez que se conozca una función que satisfaga: al problema, se conocen 
todas las soluciones, pues cualquies otra fúnción que sea solución debe diferir de 
la primera en una constante, En otras palabras; una vez encontrada una: función 
tal que su derivada coincida con la expresión dada hemos encontrado todas las 
pUncIOnES que cumplen esa condición. - 


; 1 nd 
Asi, si buscamos una función cuya aeada es E" o ses, si busca- 


(1423 
—i 
mos la primitiva de a - 2 y da que tanto =ñ como a son 


soluciones, con seguridad estos 2 expresiones. deben diferir en una constante. En 


este caso ES Es a EE o 
x +1 +1 a 


Verifique el lector que tanto = 3 (a+ 6) como are res Jl 


Tcaz n primi 
pc o P 


- 1 » a . , - , S 
tivas de 5- Revisando las fórmulas trigonométricas encontrará que las dos fun- 


ciones difieren en la id 3, pues es Y EZ 14 2 
1 + 081 Z 


2. INTEGRALES INDEFINIDAS 


Hemos designado con el nombre de primitiva F(x) de una fun- 
ción f(x) a una expresión tal que cumpla la relación F'(x) = f(x), 
y designaremos con el nombre de integral indefinida 


f HKxo) dz 


Cque se lee ' “integral de efe de x diferencial 1”) a la expresión más 
general cuya derivada sea f(x) o, lo A A 


sea fí 2) dr. 


xj 


PROPIEDADES CLNERALES ES 


De acuerdo al teorema fundametnrtal es 


fio dr= Fin +C. 


PROPIEDADES: 


19) 


En virtud de la definición es 


d| Hzx) dx = fix) dz. 
lo cual pone en evidencia que el signo d “destruye”, al prece- 


derlo, al signo | , 
Si Fíx) es una integral de dF(x), es 


Jaro HD 0 
, 


y esta expresión muestra que el signo” f “destruye” al signo e 


si se agrega una constante a la función. Sólo con estas aclara- 
ciones puede decirse que la diferenciación e integración sin ope- 
raciones inversas. 


Einealidad de la integración: Puesto que en el cálculo de deri- 
vadas y diferenciales hemos visto que es 


dlfiar1 = Cdfix) 


y 
díu + +. —=w) = du + de — due, 
resulta 
fono dx = cf Hz) dz 
eS 


Fu + yw) dx = | udz AS f vdz — [wodz. 


y. en general, la integral de una expresión lineal de varias fun- 
. a e . < 7 

ciones cs igual a la expresión lineal de las integrales corres- 
pondientes: 


[AiO + Cel) +... + Cofalx)] dí = 
= Cfr de + Col fl dr +... + Cs fr dx. 


Este es el principio de la “integración por descomposición”. 


». 
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INTEGRACIÓN INMEDIATA: La simple lectura de una tabla de 
derivadas nos da una tahla de integrales. Asi, de 


Dx** =(a+1)1* resulta (+1) rar +0, 
es decir, 


- E ga qn Cos 
( de a , Si qn 
Si a = — 1, recordando que D(In x) =- se obtiene. 


(1) [E=mz+c. 


El lector justificará fácilmente la siguiente tabla efectuando las 
diferenciaciones correspondientes (*): | 


a fera=e+C. 


E 
Ja a 


(V>) j senxdr = — cosr+(0. 


(IV) | eas= +0. 


(VI | cosxdr= sen zx +C. 


(VID) f Ps [ ser zdz=1gx +0. 


(VOD) j a = [ cosectr dr =— cotgr+C. 


+* 


(10 ll Shade Eh ta 
(X) fardr=shx+C. 


xD] > | Sechtzdx =Thx+C. 


== | Csechó x dx = — Ctha +C. 


ed y Sh? z E 


(XUD) A =arctgr+C. 


1 lx 


in 


+€, 
AS a 


= ArgThx+C= 


(1) Utilizamos en la tabla exclusivamente la Jetra z para designar la 
variable. Evidentemente, podiamos haber operado con cualquier otra. 


Xx] INTEGRACION INMEDIATA 2H 


(XV) [| > c. 
a d LE MT IRTNAETA 

(XVI) (7 45h +0 = In [+ VA Y 1] +0. 

av | Es = ArgChz+C=1In [+ Yé=1] =C. 


Ya ==] 
Esencicios: 
Verificar las siguientes integrales: 
1 
1. [re =3. +C. Ze fessta: =348% + €. 
"dx 11 
e Ja Te 


(Recuérdese que se puede escribir 3 3). 


+. fva=3 Vbr+C, 


É 
Créngase presente que b es constante y que VI es 2) E 


6. [022 +1d= 02440 


41% — ] 1 
7. PEE a ma 4 0 


XI 
(Efectúese el cociente indicado). 


Prz+t, 1 p 
B. (AS + arctgx+.C. 


(Téngase presente que la expresión subintegral se puede escribir r + e prd 


como se ve haciendo el cociente). 


10. 


(Efectúese primero el cociente). 


a a in la 
de (E-s Patas” 


x 2 1 
E o, 
y 6 ez e 2 ln x + C. 


pro. 
to 


$ 
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3 5 ES 
13. f (Vx — 5) ar=(iv3- A 40€. 
(Efectúese primero el producto). 


14, A ES 


it 


13. file + cos 52) dr=x=o«xosr4+C. 


| IATA 
» YI — y? 


di=arcsenr+x+C. 


E 3» 3: M 
7. A due — — + == _— 
p A m3+€ 3 +€ 
(M =0,43429..., es el módulo de la transformación de logaritmos neperia- 


nos en decimales, romo se vió en pág. 64). 


1 1 2 
18. [(snzr + cazo) do=Chr+4Shr aC. 


(Recuérdese la fórmula [Shu 4 Chu]” = Sh ru + Ch mo. 


Calcular las siguientes integrales (3): 


1. [e 33 dr. 


» 


(Desarróllese la potencia e intógrese la sima). 


2. fo 4- 12) dx. 


5. (+2) dr 
h x 
6 I* 
VI 
x— 2 
7. | qe dz 


Fa 2 
ie p Eso e 
VZ 


(1) Los ejercicios propuestos Hexen la respuesta al final del capítulo. pági- 
nas 342-393, : 
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Ardo 
tt. O 
(dos 2 
E aa 
ES Ap da 
vr— 2 


vé entero mayor que la unidad). 
3. INTEGRACION POR SUSTITUCIÓN 
Si deseamos calcular 
l= J xi dida 
, A N SA E 
y revisamos la tabla de integrales. vemos qye. si bien no aparece en 
ella la función subintegral (3x + 13% se podrá Hevar a la fórmula 


(D haciendo la sustitución 3x-+ 12 Pero entonces habrá que 
sustituir también dx por la expresión correspondiente de dz, Dife- 


: : ' 1 
renciando ambos mientbros resulta 3 de = dz. o sea, de == 3H. Que- 


da entonces (3x2 +7 1)? dx==x3dz y las pitegrales correspondientes 


serán iguales): 


Reemplazando z por su expresión en función de x, resulta 


NO 
; Y 
Es fácil verificar la exactitud del resultado pues derivando res- 
pecto de x, de acuerdo a la regla de derivación de una función de 
función se tiene: | 7 B 


(a) =5-3 Ba + 1)%-3= (324 1) 


En realidad, también puede calcularse la integral propuesta desarrollando 
directamente el cuadrado e integrando térmivo a término, Verifique el lector que 
el resultado que así se obtiene coincide con el que scabamos de lograr. 


(1) Al demottrar que las diferenciales son iguales podremos asegurar 
que les primitivas difieren e lo somo en uno crostante; por teatecse de inte 
greles indefinidas esa constente ya se considera eichiida. 
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También se podia haber procedido en la siguiente forrmia: 
Para llevar la integral j (3x + 1) dz al tipo f u” du debe 

aparecer, en lugar de dx, la expresión d (3x1 + 1), e es igual a 

d (31) +4(1) = d (31) = 3dr. Resulta entonces dr = 3d (3x + 1). 


Reemplazando se tiene 


Fux+ 1? dr =7 en 19d (32 +1), 


y esta expresión es del tipo E 1? du = 5 Ls +C, siendo u= 3x + 1. 


Resulta finalmente 


fer + 1) dx = 3 (3x + 1adrr+o0=Llar+ +0 


1 

3 
= 5 Gr+ 19940. 

Una tercer manera de proceder es la siguiente: * 


Puesto que (3x1 + 1)? es, a menos de un factor constante, la 
derivada de (31 +'1)*, empezamos por calcular esta derivada: 


D (3x2 + 139 = 3 (31 + 1) -3 =9 (37 + 1). 


Entonces la derivada de zz + 1) resultará (3x + 1)?, que es la 


expresión subintegral. Se tiene entonces 
Pod ! 1 
| Br + 1d2= Gr + 10940. 


Veamos otro ejemplo de integración por sustitución siguiendo los 3 procedi- 
mientos indicados en el caso anterior. 


Sea calonlar 


eje es 


19) Haciendo la sustitución 2x1 + 3 =z resulta, diferenciando ambos miem- 


bros, 2 dx — dz, o sea, de=3de Entonces es 


d ¿+ le | 
1, z E E =zim< +0=lmpr+ 940 


2%) En el numerador hacemos aparecer el diferemcial del denominador. 
Como es d (2x + 58) =d (27) + d(5) — 2 dx, se tendrá 


as 
dx E eS) der +5) _ hn ar+5) +0, 


2145 ES +5 
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ya que la tabla indica (fórmula 11) que la integral del cociente entre 
la diferencial de una función y Ja función es el Jogaritmo de la función 
más una constante. 


3) Puesto que el denominador es una expresión lineal en r, es evidente 
que —a menos de un factor numerico— es la derivada del logaritmo 
de esa expresión. Calculando primero esa derivada resulta 

1 


D [in Gr45 =5 3732 


Por consiguiente, Zin (21 + 5) tiene como derivada Ja expresión sub- 


integral 


d í 
J ll = ¿In (27 +5) +0 


E Ur +a 57 


OBSERVACIONES: 


Estos simples ejemplos muestran ya que es más dificil integrar que derivar. 
Para hacer una derivación basta aplicar unas pocas reglas, mientras que para 
hacer integraciones habrá que tener presente las correspondientes reglas inversas 
de las anteriores y además adquirir una cierta pericia para llevar la función sub- 
integral a alguno de los tipos standard que figuran en la tabla. 

Por otra parte, por complicada que sea la expresión que resulte de combinar 
las funciones que hemos estudiado. siempre se podrá calcular su derivada apli- 
cando reiteradamente la regla de derivación de una función de función, En cam- 
bio, si se escribe una expresión subintegral cualquiera. en general no se podrá 
calcular la integral correspondiente. Por eso en los libros las integrales aparecen 
cuidadosamente seleccionadas y escalonadas en cuanto a su dificultad. a [in de que 
el estudiante se vaya familiarizando con las distintos procedimientos de cálculo. 

Cabe recomendar entonces, que se hagan muchos ejercicios de integración. 
Asi se irán aprendiendo todos los trucos que el calculista experimentado aplica 
con rapidez. 

Hay finalmente otra circunstancia que queremos señalar para evitac que el 
lector se descorazone ante algunas dificultades, Como durante un cierto tiempo 
ha estado aplicando una serie de reglas de derivación, a veces comete errores de 
este tipo: Los principiantes dicen: “La integral de sen es cosz”. cuando en 
realidad es — cos x. Estos casos de inercia mental son bastante frecuentes: Si se 
pregunta quién matá e Cain, casi seguramente se responderá que fué Abel... 


EJEMPLOS: 

e 3x2dr 
t*) Calcular / = UF 
Para e Y Var+ 1 


Haciendo la sustitución 513 + 1 —= 2 se obtiene, diferenciando arabos miem- 


bros, 1512 dx = dz, es decir, 312 dr= z dz: 


5 
a A 1 
" 3xdz A E RES 122 3 
I =| ia rr (E A E 
van +1 E > 51 5 


2%) Calcular F, = [sent 000 dz, 
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Haciendo da sustitución senx — 2 resulta cos x4dr — dz. 


153 


" ad 1 
Ms | seu x cos «de =/: diz 4 Os senta Fo 


ls a la == 
3%) Calculas ta al tg dz dx %. cos 2: e 


Haciendo la sustitución cos 1 = 2 resulta, diferenciando, — 2sen 22 d1 =d:, 


1 
o sen senordi o — q dz: 
po 
ee E 3% 1 [dz 1 1 , A 
Dozz ta lrdroz 2 osioz=m2=IMhn:+C€0= —>1n (eos 24) + €. 
a z 2) z 2 2 
o Coókula 4, = | e tdr 


» 


i ; X . : 
Haciendo la sustitución — ==: resulta, diferenciando, dí = — ea dz: 
a 
y > s z 
e le Tdr=—alrdiz—ar El=zae "+0 
A 
5% Calenlar /. = j sen 1 + cos dz. 
Se puede proreder en varias formas: 
a) Haciendo sen 772: resulta cos dr dz e 
i A A SO 
Es SA E A E 


hb) Haciendo cos + =t resulta —senxdx=dt e 


cost r+C, 


; . 1 
c) Por ser senx+.c0s7= Sen 2r resulta 


- 


1 e 
la = 3 | sen2e de, 
Y hecierndo 274 se tiene 
F 


: ¡e 
ge — cos 2r + Cs 


Venfiquese que los 3 resultados hallados difieren en una constante. 
6%) Calcular f, = ) Th 2: dr. 


Sh? u ll Cu 1 AS 


Tenirnda en cuenta que es The = ——z22 —_==.—zul-o _  —— 
e Chu Ch? u Ci” e 


salta, con 7 =- de: 


A AA A A 


=2-¿M2+0C. 


Xx] INTEGRACION POR SUSTITUCION - 283 


EJEnNCICcIOS: 


Verificar las siguientes imtegralos: 


l. fuonsasza— nee 


| 1 
1 2 
nm y 
S TE e 
r 1 
3 dr=z — (321€ . 
321 


; A 
3 | ERAS 
V3+z 
+ 
6 DO áS 
wvi— z 


(a -P brjr+l 
bn 1) 


=3 


E la + bx)" de = 


dx 1 pa 
: a E TON E ” 
8. a = ci LDL 


(Hágase 13 + 2r 1), 
10. Calcular 
f aidx 
ES 


Solución: Haciendo A sustitución 1 +x2%=z resulta e dx= ua (x dx) = = 


=2-34(1 + 12) = Fl 1) e y la integral queda 


ride es de e 
Tra =3j Se ES 


On LC EN 
O RS TO 


Verificar las siguientes integrales: 


Mo frrasmer+e 


fa de =2* “te 


$3. 


16. 


17. 


23. 


2. 
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p eS gar 

| a d=zp +0 

¡dz _ 1 Cc 
Il amar, 


J E di=2 (eV + VD +C. 


gr 
-aedy - C; 
[0 Se a? 


[<= Em (ar + 0) +0 
Tar+b a di " 
_da =-ln(1-x)+C€=l e 
[== n (1) +C0=Mm +0. 
MES 1 

O — —nN)+€ 
Po g* 1—in(l—r+ 


(Efectúese la división indicada). 


+1 a 2 
[Erasmo +0 


[Car 


¡Obsérvese que el múmerador de la expresión subintegral se puede escrit... 


íx— 1) + 2 y caloilense las dos integrales que resultan). 


Resolver 
dr 
WEE 
Solución: 
f dx pl + mn) — a dx pas dx 
cli. rr AY mm e A 
E lo A E E Pz lo an 
1 Ñ 1 Di 
A 


Resolver la siguiente integral: 


In x 
1 — (e dr. 
EZ 
Solución: 


is faz ¿(no = fado 


t 
24+0=;5 (n232+0C. 


. 


36. 


37. 


38. 


39, 


INTEGRACION PCR SUSTITUCION . 
Verificar las siguientes integrales: 


[ (cor 2z + cos) de=hsen2e + 00m 4. 


[ sen (dr — 7) da =— cos (te — DC. 
y 
PA 
2 4 2 : 


| sec (32 — 2) 18 (37 — 2) de = sec (3x — 2) +e 


[0 5 cosec dz = pa 5 cosec z +C. 


dx 


1 
nar 7 e lr <+C. 


| sen 1 dx 
P1i+2cosx 


1 
| sen z - cos dr =— q eost z +C. 


te 


= in (1 + 2cos 1) +C. 


"sen x 
a cost z 


| cos Y 
y senó z 


j 1 1 1 
feos 3x + tg a Jus = 3In (sen 31) — 31n (0032) + C. 


EZ dr 3000 x + €. 


1 
dr=-— y cosec? +<C. 


Calcular 
f cotg? x dr. 
Solución: 
cor 1-—:snz 1 á 
cota? = —— = ——— e = = Í —cosect x — t. 
sen? x sení q send. 


Jeorgr zaz = foc x dz - fs - cotg x — x + C. 
Análogamente resulta 
j telrdr=tg1x-—1+C€. 
Verificar las siguientes integrales: 


7 d 
| E = — 2 cotg 27 + C. 


e so a 
Jl sen? r cos? z 


dls 1 
(Téngase en cuenta que sen x-c087 = y sen 1. 


d ] 
a = — (cotg x + cosec r) 4Uz—eotg=x+C. 


1d cosz 2 


(Multipliquese numerador y denominador por 1 + cos z). 
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Hr 


q. 


8 


5, 


INTEGRALES INDEFINIDAS [Cap 
Calcular 
! =] tds di 


Solución: Desarrollando el cuadrado rosulta 


l= ES 3rdr— JE 3d + JS E, — 6, + 0 


l¡= J (sectór— lt dr =3t AS e ON 


Lh=-— La icos 313 + Co. 

- 3 - 
hizxr+Co 
do=z s tg 314 24n (cos 31) + 314€. 


Calcular 


. 


] sect dx, 


Solución : 
] " dx sen? x + cos? r "seal z " dz 
| secizxdo= Po e O _— dí + AR 
X cost x cost x cos? L user 
B) , / 1 E ; 
= uzdazo díaz) =3u% 1 +tex + C. 
Calcular 
| tardo, 
Soluctorn: 


| us zdx= ferzaszar= fea —1) tgrdri= 


= | secta tg xd — [xd 


to. 
= 161-2062) —fiuzir=3102 5 + In (cor +C. 


(En lo pág. 332 damos un procedimiento más directo y general para re- 
solver este ejercicio). 


Verificar las siguientes integrales: 


[suhzdr=3m32 +C. 


fa (13 + 1) dr=55h (241) +C. 


[rmx to = dm (0h 2) +C. 


49. 


50. 


mt 


=1 


Ea] 


2t. 


| cm 2dz=210 (Sh 


- 


» 


[str Ch xdr= 


EJERCICIOS DE INTEGRACION 


L”., 
3 + €. 


SH? 17 + €. 


e ma 


[Cihz x de =r—o Cthx>+C. 


de 


7 ShHr.Chz 


= —2Ch2r+C. 


y 1 
| Sia dr qa x= Chr+<C. 


t 
(Sh r + €hz1*dr iso 31 e Chodóri + € 


! Í 
. Secht* 5 rd = 2 Th - el ESE 2) FEO 
3 2 


Calcular las siguientes integ:nles ¿17: 


NTF ax. 


| x(t—2194r 


rr? 


Pd 
ca brote 


At 


de. 


€ fora mE In LN 


(1) Los resultados se encuentran en las páginas 343-345, 
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5 
25. $ om 3z — sen dx. 26. f sec ¿zz 
> a 1 
27. coser? (Jr + 2)dz. 28. sec 3* dx. 
29, tg? 5x dx. 30. [ (cx — tg 1)? dr. 
= Ñ A 
31. po —tgz)?dr. 32. | cos 3z dz. 
33. | cogrdz 34. | y8sectyidy. 
w y : 
E 1 , "o secta 
35. ] cosec? 2x dr. 36. O dx. 
yY3— tg 
"serra fo senz 
37. ———— du. 38. dx. 
La (re 
1+ senz, "o coser 
39. | ww | dz. 
¿Y —C0s 1 ¿vit amtg2 
" senardx 1 a 
3 | 42. | (cogz— 1) dz. 
ad 2 (08 1£ a 
+3. sec 2x te 2xdr. +. | tg (er) dx. 
de di) de soc x > 
e ,. ———_ o db Y. 
¿ ] cotg 38 ; ) sen Y + cos Y 
Llévese la expreyén subintegral a la forma o 
l + 182 
Ñ Y e “e + secr 
4 ] (coser 7 — vota 1 ar. $3. — Ao de. 
Vr e 
Secar tgnx > ) 
4. E dr. 50. | 4 cotel 2r .cosevó 21 dz. 
JJ asecnr b 
secó la ] dr 
51 | AA dí. 52 qu a 
xix 1+2tga + POL send 
¿Mulupliquese numerador y denominador por 1 — senz), 
5 | cosó x dr. 
¿ 
Téngase en cuenta que es cost cos x-.cos? ecos 7 (1 — sen” x;]. 
| A ad 
5. | set - 7 dr. 5%. ser* 5 Y dr. 
$b. | cota? rdz, 57, / ta5 zx dr. 


[Recuérdese que ty"2=tg risa 1) =tg83 7 sectr—tgx-secdr+te xr). 


da 


Xx) FORMULAS ESPECIALES 289 


58. fu x -secxdz. 


[Téngose en cuenta que es tgd zx -secr= tg zx (sec?z -—- 1) sec 57 


59. J cotg? z + cosec” x dz. 60. IES x - coseciz dr. 

(Obsérvese que es cosecór= 1 + cotg? 2). 
61. ] Ch (ax + b) dx. 62. J Sech? (1 — 1) dr. 
63. j Cosech? (2z + 1) dx. 64. J Sech 27 Th 21 dz. 
65. j Cosech nx Cotgh nx dr. 66. j sen ma + cos na du. 
67. f sen 14 - cos? nu du, 68. J Sh 2r - Ch! 2z dx. 

53 Cl . : 

69. ] m7 dr. 70. / Sech? 3x1 1932 dr. p 


, o. 1 
4, INTEGRACION DE EXPRESIONES DE. LA FORMA 1 sa 


O E 


Veremos cómo, niediante las fórmulas 


(0D ¡> arctgx +€, 


il 


(XIV) ¡E = ArgThe+C=2in - E lo, 


se puede integrar cualquier expresión en la que aparezca Como camN- 
tidad subintegral la unidad dividida por un trinomio de 2% grado, 


Empecemos por algunos casos particulares. 


1%) Sea integrar f, = | a 


y 
El denominador se puede escribir a? — bx? = a | LA | su 


= q E 7] 


: A a 
Haciendo la sustitución AZ 0 sea, 1= 2 y dr = j lea 
E ! 
resulta 
ar dz 1 : 1 b 
=> arc a E Srl aC 
] ¿za +ej ab" E ab "aq 
dx 
20) Calcular f, = de A 
A 
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”.t. » ho .. y 
El denominador se puede escribir a? — boe | e ] 
a- 
a eh - 
7 E Ll = SN 
a 
iaa _a 74 
Haciendo la sustitución 15 2, 0 sta, 2:52 y dio dz. 
a h b 
resulta 
EE dz 1 A 


fo => 


1 ' 
A 0 as, F “TF z + o TZ -—-. —=. y h ES 
NA | ZAR 5 YE ¡Ne C in 


Sab dz 


y escribiendo estas expresiones en función de x resulta 


rd E A | abro, 
b: ab e A n= pre 


33 El caso en el cual aparece en el denominador un trinomio com- 
pleto de 2? grado siempre se puede llevar a los anteriores recor- 
dando la relación 


a ps 
ario bxrc = a|= ao e] =a| (2+3;) +] 
a a j 2a a 4e 


de : 1b 
que se puede escribir en la forma a] + b%%, con 2=x+ co 
El 


y a; y b, determinados por los caeficientes a. b y c. 


Mejor que recordar fórmulas generales para este caso es adies- 
trarse para llevar cualquier trinomio a los casos 1%) y 2”). 


Veamos algunos ejemplos: 


peas dx 
37] +2 4475413 
El trinomio se puede escribir 
2+4ti4 13 (24 2924 13-2=(1+2)2409= (+ 22 + 32 
Con la sustitución x + 2=2 y de =dz resulta, de acuerdo a Í,, 
1 A RS ( DC 
zio o — — —hz=- =24+ EC -ar - 
== Eee E S 
Calcular 
p di 
la 


Fl denominador se puede escribi», en este caso, 
224162 (1 823) =2[(1- 12-31] =2[G—1)* —*]. 
Haciendo 1— 12 y drzdz se tiene, de acuerda a Í.,. 


o Af de 1f de 8% 1 tt. Dz 
O e e 
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Pasando a la variable zx resulta. finalmente. 
1 : 
Es = — ¿Arg Th E ln C 


EjsercICuOS: 


Verificar Jas siguientes integrales: 


: > da 1 : 3 PC 
, AAA argo zr + E, 
la decias 
“i+d : 1 
| aa dr=arctgr + lníleris+C 
py 2 
3 Rea E 
PEA Tano te lr — —!Imi' Hobo) + A 
: Ta A Pe ES. 
la : Lac 
+. a di=2Arg Thx 24 Ozdn o—— 040, 
Lon ¡pu 
(Efcctuese la división indicada). 
e $ 
lod 
4. TS .* 
XI” 
6. Resolver la integral 
dr 
1 2r +2 


Solución: Podemos escriba 
La . 2 2 7 A e 
E A O EN E E 


La integral resulta 


á dz ¡e Mt O 
FA A A e o rr pa y a a A E + == 
Mirarines Ep EA e + 
= arctg (2r — 12 4+C. 
Verificar las integrales 
dí 1 1 
7, 2] BIC 1)+C,. 
La. E 
2 2 j 
8, A e E 
lI+r4x2 3 3 
9. Calcular la integral 
mi +1 
Lt dí. - « 
A 
Ñ Mi+N 
ve : el di — o dí se 
Solución: En general, une integral del tipo ] Per Jr ar r puede 


calcular en bese a los resultados anteriores, Habrá que descomponerla en 
dos expresiones con el denominadar dado de mado que en una de etlas el 
nunierador sea el binomio ler +50 (que es precisamente la derivada del 
denominador) y en la otra expresión el numerador sea un coeficiente ma- 
mérico. En este forma se logra kRecer el cálculo empleando logaritrvos y 


ercos tangentes. Veamos cóme se prorede en . 7? caso concreto: 
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| (2x2) +2 


A A E EE 
PH A a ss 


dx 1 1 
A a ln => e 
+ gn (z 21 +5) + arctez (z H+C 


10. Calcular 
: 2+x+1 
2x4 1t 
P(x) 
ari+br+c 
linomio de grado 2, siempre se puede resolver haciendo primero la divi- 
sión, como lo muestra este ejemplo: 


Solución: Una integral del tipo j dr, donde P(xj es un po- 


2 Dx — 
E A RN 21 esas ES +1. 
—xi+!l nor+i —x+l 
La integral resulta 
ida o os go. 2-3 
iy —— a da=x + lniír?-1+1) + —=arctg + £. 
ñ —r+1 Y3 ys 
Calcular Jas siguientes integrales (15: 
Co dz a | de 
Jara o 
e. E 
e 2 
35 AE A 
5 "> dz 6 ¡4 dí 
j E + 31 -  J9+2 
il dr "> dz 
?. ONIS 8. | =>" 
A+ (+by? ye 
(Sustitúyase e% == 2). 
: dr p dx 
e a. 10. E 
dE a : 5 
e dx a a dx 
E a 
d Í dr 43 ; dx 
Co ATA : (2 . 
15 sea 18 A 
SE A a 1 +44 3 
] dr "4x4 10 
LN eE e 
: Br Bo p dz Ñ 
só j Ari 473 ee dd ] +2 
Do 2r+3 +2 
A la e di la e 


(2) Los resultados se encuentran en las páginas 345-346. 


ad OS 
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A E 5. fr. ES 


Pr 1 a—rot 


dx 
5. INTEGRACIÓN DE EXPRESIONES DE LA POR pay EA 


Hemos indicado en la tabla de integrales las fórmulas inmediatas: 


(XV) fi arcsenx + €, 


dd 5 = ArgShr+C= ln (24 vy2+ 1) -C. 


Arg Ch x + € =lIn (1 + y?— 1) +€. 


dx 
av 
Veremos ahora cómo se conduce a estas fórmulas cualquier caso 


donde se presenta como expresión subintegral la unidad dividida por 
la raíz cuadrada de un trinomio de 2* grado. 


; dx 
17) Sea calcular fÍ, =| Va —= 2 


¿7 r 
Por ser ad —a= ei O 2) p con la sustitución E 2, re 
« 
sulta dx =adz e 
: a dz E + . ES 
¡E | == = | = arc sen: + Care sen = €, 
NEO MEE NA a 
) 2. e 
2%) Sea calcular £. =: | CA 
E MEL a Y dl 


e q le A o - E AS A e ES $ 
Escribiendo 29 += [( el ) e 1], con la sustitución — 2 7, 
a 


resulta dí =adz e 


. adz : z E A : 
E A | O A re Er A 
ESA e | 
z : Ia s- ñ s 
= In (rx + ya zsao +0, 
habiendo incluído el término — Ine on la constante de imfe- 
gración. 
35 Cuando se trata de un binomio axe ba + € siempre se po- 
drá Jlevar a la forma aro a? yv. segím sea el -jgno 


de a y el signo que antecede a Bl se podrá Mevar a una de las 
formilas (AV) a (XVH:3 tal como do amuestran los siguientes 
ejemplos: 
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Sea calbralar ff, = le 
pa? So 
Fl temonmo se puedo escribir 
A E A AO E A ES 


Haciendo r—2=z y d¿do=d: cosulta 


, 


E dz 
lp [ps senz+l- SACRHNAS — X+C 
Wi a z 


AAA rm e 


Sea ahora calcular f, = | a 
uE 


Haremos las siguientes transformaciones: 12 —bx4 20 1725 O 
= + po roiietd Sustutayendo ro 3 io yo dr ez resulta 


y dz a y AENIrONCE A 
> Ls Ara Shi 4 Oo adn la + Yap 1d pz 


E 


ds 
1 d J t Y Y » an a r 

“= Arg 5h E E A E a Y qe bed lo | + 
, ; 


A 


Zbntr 32 Vieux 2040 

PR ; de 
Por último, considerenios [¿ = | FAR 
Aa Er 


+ 


. i í oN> 
Hacemos las sigulentes Iiramisformaciones: da -+ 3 ía 2 A += A 
E 2 


3 yy” iO: 1 E 
ya ale ts O E E OS 0 vo caHo la 
paa PA r - 


MATO 5 1 = : 
sustitución 214311 + 3) ay 2 dx odo resulta 


» lz ! 1 TÍ ñ 
y A A . €, 
v 2435 Vi] 


Volviendo a la variable x se tiene 


1 A A, 


YE 
a UI 


v3 
= gin [e +> e 


Verificar las siguientes integrales: 


Errncicios: 


dx í i 
AA AAA A ARE SON > 3 m T] Cc 
va 3 A eS 


A f e E 
Va y a 
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py dx A r ; 
3, | —< == Me sun ae 1+C€. e 


ÍE Y E trosen (2 3) + C. 


WOUGI — 2% — 
. dx 1 1 | 
- SRA E are sen (3 + 5) +0, 
Ñ tE di — Mr 21 3. 2 >. 
rd 9 E | — 
6. kasa DS AE 
VEZ 2 3 2. ] 
1+10 j Is 
> , <= Cc = + /y2 207). a 
7, luz* Arg Ch 7 )+e ln lx + 10+ Y? + 200 + € 
qe = Arg S) D+C= 
=>z>zzEO>= 5 e — 3) == 
dd a —Ór+ 25 + 
= ln E A EN E | Se Di 
Calcular las siguientes integrales (1): 
> dz dx 
ld — 3 V2r— a 
j o r+t 
3, A E 4. da 
A A E J Vix— í? 
a di r dx 
= —— — 6. — a — 
E AT El « Willi — 1) 
] de j de 
P. qáAKXAAÁAÁAAZ 3 PA 
j A E me A VvViár—a 
9 | sE 0 ÍN HEAR 
! —— 10. + 
¿vii—39 v2+ 342 


c dx dr 
sl la== e === 


dr dx 
13. 1 A 14. 2 pa 
E f zdx 
ds ci DS ] Vra=á 
4r—i z—1l 
a, e a 
19. ARE o de 2dr 
DE Za E f 21 — 1 dr 
va? : Vér? + 4r4 2 


(1) Los resultados se encuentran en las páginas 346-347. 
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di iz 2 +3 ds 
2. VÍ tad 2%: = 
id tn cl 


ALGUNAS INTEGRALES IMPORTANTES: Porque aparecen con fre- 
cuencia en las aplicaciones del cálculo integral, es útil tratar espe- 
cialmente algunas integrales cuyo resultado convendrá retener de 
memoria. 


19) la sl sen? x dr. 


] 1 
Basta recordar la fórmula trigonométrica sené x = 3 (1 — cos 2x) 


y resulta 


| _ 0 O Ñ 
4=zja cos 22) dr =5[|x Ssn2r | +c= 


— senx:cosxj+C, 


Jl 


59 
cn 


2 1, = | cosí x dz. 


, á 1 
Análogamente al caso anterior, por ser costx=>3 (1 cos lx! 
e 


resulta 


=¿Ja 4 cos 21) dr = -5| 7 + hong ] +0 


= (1 +senxi- cos) + C, 


NE 
3) | ls=|[ Shitzdz. 
Por ser Sh I= - (Ch 27 — 1) resulta 
= 5) (Ch 22 Es 1) dí a 3| 55h 2 ei z | +E Ñ 
= z (Shx-Chz-— m3 +C€. 
qa l,=| Ch xdr. 


Por ser Ch? x = 5 (Ch 21 + 1) resulta 


Xx] 


5%) 


69) 
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1 1f1 
1=3[(027+1) dr=5 [52047] +0= 


=5(Shz-Chz +2) +C. 


ls = di =j cosec zx dx. 
nz 


se 


Recordando que sen x = 2 sen E x cos = z y multiplicando nume- 


2 


rador y denominador por coshx queda 


1 1 2 1 


ser Xx 


a cz 2t O 
23 2 B3 9 


Haciendo la sustitución tg5x=z y diferenciando se obtiene 


1 dx 


= 0dz. 


= dz, 0 sea, 
cos? 3 x cos? 3 E 
dr 


sen T 


dz 
= =e == E =Hhn2z2+C0= in(19 5 z)+ Es 


Liz (E = [ sec xdx. 
COS LU 


Es 1 
Haciendo x = gaTiy dx = -— dz resulta, en base a la inte- 
tegral anterior, 

1 


E IO da (3 Me: ) 
10= | us 7 Intgg17C0= lu tg GT” Es 


Recordando que en 2 ángulos complementarios « y za — uses 
ES 1 1 
tg a = cotg ( gara ) =1:tg (3 — a), tomando logaritimos 
1 
resulta in tg a = — In 0(5 e a). 


1 da 1 1 á 
Como Gr tiene como complemento a qr + 71. se tiene 


finalmente . 
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Obsérvese que a este mismo resultado se llega procediendo de 
la siguiente manera: 


secxI A I sect + secictgr . 
[recada= [sr 2% de ax = 


ecrHtgr of sec TH tg 
rel qt, Í + sen z 
O tg 1) + O=Mm A 4 O 
Zo O securIotigr COS Y 
5 l 1 

cas ig 77 lg 
==. ln STR PE A flo A A 

l— 1tg 57 l= gr 


= =tntg(ga + 1d = Arg 5h (tgx) +. 


Esta integral es precisamente el gudermaniano inverso gd? x 
función definida en la página 94. 


IDIERCICIOS: 


1 Resnlver 
| cost x se rd. 
” 
Solución: Recordando que sen2r == 2senr- cos T se tiene, por consiguiente. 
hos A A ) A DS as 
sen?2r= 4+sentr.cosx. Además. cost = 3 + 3005 2x, con lo que resulta 


; y 1 
cost r-sen? r= (cos? xr -sen? 1) cos? x = gen 2z (1 + cos 27). 


La integral queda, entonces, 
» l dÑ CN 
E ao sen? 2x cos 2x dr = 


=55 | a — costar) dí + 5/ sen? 27 d (sen 27) = 


= (+ qomo + senos) +C. 


' 


Resolver 
f cc + tg x) dz. 


Solución: Puede procederse con cada función por separado y recordar los 
resultados haliados anteriormente; pero transformando la expresión subintegral 
se ltega más rápidamente a la solución, pues 


l+enz [ez _ cosr 


ecr+tiezr= 


pa 


ES A 
cos Y cos 7 (1 — sen 71) i-—sene 


X] 


tr 


QQ 
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y la integral resulta 
cos 1 de "d (1 — sen 1) 
| (scr +16 d= | LE sen === sen 
= — in (1 — sen 1) +C. 
Verificar las siguientes integrales: 
" dz 
> arctg (Sha) +. 


(Hógase Sh r=e.). 


> > 4 
| =nTazr+0. +. | 


A A A 
fosz ir Tan E ¿en x +, 


Resolver 
- dr 
f Send Ecos Xx 
Solución: 
e dx [senta + cost ña az yd (sen Xx) 
! sertt x - cos x =| SE z + COS L 2] sen 21 senvx 


= In (tg2x) — 3 cosec +<e. 


Calcular las siguientes integrales: 


Fo +- cosec aida. R: x + 2Un (13=)- cotg z + C. 

Y 1 1 / . 
fo.z: + coses dz Ja R: 21 ea (gx) +C. 
[se x dz. . R: Esen ze sec? x + Lo (secx + tg) +C. 
pens Genet Za R: dida 
[ri az dx, R: 2 —>5Th2z — ¿Th 2z + C. 


6. INTEGRACION DE EXPRESIONES DE LA FORMA] Vaz? + bz + cdz. 


19) 


Empezaremos por tratar los 3 casos particulares siguientes: 


Sea calcular [, = f ve —= E dr. 


El radical tendrá valores reales si es 12Xa?, es decir, si 
—.4< 1 < +4, lo cual indica que convendrá hacer la susti- 
tución 

= qsen?. 


En electo, como seme varía entre 1 y +1, x variará entre 
Y + a. 
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Resulta entonces dx = acostdi e 
h = [yE=Fsñiacost da = af VIT senñi cos dt = 
= ag a cos” tdt. 
Esta integral ha sido calulsdn en la página 296; se obtiene 


entonces 


l,= ¿a (£ + sent: cos1) e ee 


Volviendo a la variable x, por ser cost= yl -— sen*t == 


cl z > x 
EVE y t=arcsen- resulta 


Í, = y (6 aro sen taVE=2) +C. 


2%) Sea calcular [> = vz + a? dr. 


En este caso el radical es real cualquiera sea x. Por consiguiente, 
haremos la sustitución 


x=asht, 
dado que Sh? varía de — ma + «a. Entonces, dx = 4 Ch tdi e 
l, = [pvaszi+ SEPT a Chrdt= a [vs FT Ch e de = a? Ché e de 


Puesto que en la página 296 hemos hallado 
[ Ch2 e de = z (t + Sh1-Cht) + C, 


4 NE IA z Y 1 AT DAAE 

y es — Arg sh= y Cht=vy1 => Sh* 1 = y 35 70 = o Va? + 1x7. 
resulta 

l. = a (+ Shr-Chy+C= (e Arg sh? +iyEFE) sd 


Como Arg Sh = y In(x + Yi? + a?) difieren en una constante 
(púg. 93), también es 
la =2TatIn E O E) RAS FTE 


Nota: 
También es apropiado ln sustitución 1 atg7, pues la tangente varía de 


—- a +0. Se lega entonces a ES 242. cuya solución hemos dado en el 


ejercicio 3 de la página aundertor, 
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3e) Finalmente, consideremos ¿3 = f Va — al dr. 


Como debe ser 137" >«* para que el radical sea real, haremos 
x=aCht, pues la función Cht sólo toma valores mayores 
que 1. Entonces es dr =aShidt e 


n= VETE 2 aShtdt=a [Var iShidt= az ll Sh? de, 
y esta integral ha sido calculada anteriormente en la página 296: 


[ sh? e dr =2 (She-Cht —1) E: 


Como es Sht = yCh*1— == y ¿= Arg Ché» re- 


sulta 
l, = 3( Nm = Arg nz) EC; 


que también puede escribirse, en base a las relaciones entre las 
funciones hiperbólicas inversas y el logaritmo (pág. 93). 


lh=3 YE TE ala (+ VE 140. 


NOTA: 


Esta integral se puede calcular también con la sustitución 7 q sec, pues 
la secante es siempre mayor que 1. 


Cualquier caso de trinomio completo de 2” grado se lleva a uno 
de los 3 precedentes, como lo muestran los siguientes ejeniplos: 


Sea calentar Í, =| va — de — 47 de. 


Como es 8 — 4x — 417 =9— (2 + 192% haciendo 274 12 y 2dx=dz 
se liege 


o 10 A 
F, =5] VO 27 d=3:3 (Dan + zwyW9— z) + (C, 
yv volviendo a la variable zx resulta 


11 27 + 1 — 
1,=3| 9arcsen E +04 y IZA | 4. 


3 
Sea calcular 1 = fx — 2x + 2 dz. 
Por ser 12 -2r+2=1r-1)24+1, con 21 iz y de =d2, resulta 


a 1 TN 
=|vE+ ld: =3(ArgSh:42V2%4 +C= 


=5[mG+ VI FDO +2 VES 140" 
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Reemplazaudo en estas formulas 2 por x— 1 se Gene la integral buscada. 


Otro ejemplo es f, = | vil + 20r + Mdr. 


Como es 272 + 201 y S=2[(2 + 512 — 2), haciendo 14 5=zx v dem d: 
resulta 


E o a 2 ' 
ly = w2 | VEZ 1 di= 3 val: vo" —2— 2 Arg Ch 5] e 


=5 V2 [z Vi22inti+ 12 -—2]3+C€" 


Reemplazando z por x +5 se tiene la integral buscada. 
EJERCICIOS: 


Verificar las siguientes integrales: 


—_—_——— 1 e | 
í, y + Medi Vi— 9 + gero sen 3r + € 


A O O TO 2 
2, E 
: t ——— 25 3 
3, [VE FF dx= 50 V25 +9 + Argóh=r+0C. 


+. fu + lr adr=>5(14-1) 4 FIFA 42 ArgSh: + Do 


Calcular les siguientes integrales (1): 


1. f YO 4 dr. 2. f ya — 24 dx. 

| EE my Ag AA, 
3. fa tos ¡23dx. 4. fa — +r — a2 dr, 
de [vz — Bd. 6. va $r dr. 
7 


] [== az. 


7. INTEGRACION POR PARTES 


A partir de la fórmula de diferenciación de un producto de 2 
funciones (1) y v(W, 
d (u-v) =u: dv + uv: du, 
se obtiene, integrando ambos miembros, 


fa (u- y) = fu do +fvdu 


o sea, incluyendo la constante que aparece en el primer miembro 
dentro de las constantes de las otras integrales, 


(Y Los resultados se encuentran en la página 347. 
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2 P = fudo > oda, 
fudosuv—-/ v du. 


Eta fórmula permite llevar el cálcula de la integral del primner 
truessbro al cálculo de la integral del segundo miembro. Si esta se- 
ota integral se calcula más fácilmente, el prosclmmienta es útil; 
teta contrario. debe desecharseo. 


ma hu Ir 


ye / sw Esta ietegral puede calcularse con la fórmula de iutegración 


jaa partes so se bamalagra a las faneiones Y y peu la siguicato forta: 


RO, o do=sení dx, 
coto he que tesulta 
du = dx, PT — COS Y. 
Britormos ud 
| poema r (— COST) — / —=cosidr= — orcos 7 + senr-- CO. 
+. í r 
'] F 1setdr. Hapamos 
O du = et dr, 
von lo que resulta 
du =dx, b=e, 


La fórmula da entonces 


| ren dr= ze — / tte e+Celr— pte C. 
Desravación: 


También se podía haber atribuido a u y v las siguientes expresiones: 


u= er, dv= x dx, 
eva lo que habria resultado 


du = e dr, p= 


S la aplicación de la fórmula daría 


Ñ 4] ”1 
| tz ez / 300 dz 


Como esta última 
camino debe desorharse. 


>) /f 2er de. Hagamos 


integral es más complicada que la integral dada, este 


4 


de DR de = e” dx, 
enn lo que resulta 
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du —=%z dx, v=e?. 
| re ás = 220 — [20 -2d2=ve — 2 | me dz. 


Esta última integral es precisamente la del ejemplo 2*)., Reemplazandola 
por su valor resulta 


frei=rzo0 01400224240. 


4) ] e” sen zdx. Hagamos 


4 = sen 2, de = e dz, 
con lo que resulta 
du =<os 1dx, ve. 
[et sen xdz= e sen x — fer cos x dz. (11 
Calculemos ahora, mediante la integración por partes, 
] e cos dz. 
Haciendo 
U == C0S Y, dv = el dí, 
ee tiene 
du —senxdr, DO, 
y resulta 


e 


| e* cos x dz = e" cosz + f e=sen zaz 


Reemplazando en [1] resulta. en definitiva, 


AS 


pe Sen dre sen 1 — cos ro — e sendr +0, 
Pasando la imegral del segundo niembro al prinero y dividiendo luego 
por 2 se tiene 


eS 


1 E 
| sep di = e? (sen Y -- (05 7) +C. 
dl 


FÓRMULAS DE REDUCCIÓN: La fórmula de integración por partes 
se aplica a veces para reducir el cálculo de una integral en la que 
figura un indice rn. al cálculo de otra del mismo tipo con un indice 
menor. ; a 

E 

Tal es el caso de f, == | 3"e dí, donde n es un número natural. 
Para cada valor del exponente 1 se tiene la imtegral 1, correspon- 
diente. En particular, si es n= 0, resulta /, = f éda=e+>C, 

£n general, haciendo u = 1% y de = el dí resulta 


dez n?tda poa 
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y, en virtud de la fórmula de integración por partes, se tiene 
ll, = em n fer di= e — nia... 


De acuerdo a la ley de recurrencia resulta, reemplazando 7 
por n— 1, 


ha = 070e — (n— Divz, 
y así sucesivamente hasta llegar a /o. 
Reuniendo todos los resultados se tiene 
l,=é [1 => nor? + ní(n— 1D) 11? .n(n=1)(n- 210 + 
A El DE OA 
EJERCICIOS: 


Verificar las siguientes integrales: 


t. fura +0. 


2.  aresenzdo= 2 aresenr — VUE 4 €. 

-. " 1 - bl : 
3. arctgrdrozorarctgx -— yin (t +3 c 
E | arc cos rd arcos O 

- a po, 

3. cet da 202 121 104€, 
3 


7 


b. cShbrdroirtllr hr O. 


L 


] Chaidez Sha Cho 


1 
5. ] Arg Thxdx=xArgThix-+ in (1 14% 40. 


¡ 1 
2. Dart da la) a dl €, 


» 


. ¡ o 
10. / vos vtr E 


cos dí a sen Y e os Tr + € 


n. t 
r lnzxdr Y (15) + O. 


++] 1 . . 
13, Í+ lnxdr=-. (mr E) im £ — 1] 
m+4t ref 


- 


14. Le AS 


22. 
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” 1 1 1 AA— 
|< - are coszdr= are cos x (1? — 1) — q tre sen z — gy! rl. 


” 1 1 
Jamas e (m-3)+< 
Jrerrd==83 1 (sera) +4 €. 
É Es 
f in (a? + 0) de= xd (12 + a?) — Le — la Arg Th +C. 
po 


J sen (in x) domos [sen (ln 7) — cos (In 1)] + C. 


- 


1 
J cos (ln zx) dí = y? [sen (ln x) + eos (ln 23 + C. 


"x+sent 1 

PR — fr 7 E 

Ii Y 8 + 
1 
= 7 

TI + sen x 2 anto 
t a. mr e A 

(Téngase en cuenta que res 1 + t3 gr e intégrese por par 

Ang 


tes el primer sumando de la expresión). 
Calcular la integral : 
Ñ dr 
n= 
LEO e a 
Sohución: Podemos escribir 
1 A 
(+ ana a (1 + 223” 
y la integral resulta 


1 =| dr "o r-2dx 


Calculando la última integral por partes se tiene 


E [r (1 4 22)y00+1 Ja + 12yol dx] = 


J,= E A 
“3 haa 2ín— 1) 


Lo.+ 1 i x ; 
A 


Finalmente se llega a la expresión 


Casa particulas: fl, =arctgx+C. 


Calcular las siguientes integrales (1): 


, 
fune cos zaz : 2, formeaz ás 


(33 Los resultados se encuentran en las páginas 347-343. 
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$ | ves ad, +. X arc cota x dr, 


> 


5] 


5 | ini +10dr. 6. e dr. 


- 


! 
! 
7. ceda 3. ¡Ese Va 
j 
l- 


9 | ¿sen da dz. ' 10. arc te e di, 
1 | vo 1inti+ 0 dz. 12. elz cos yx dr 
44 sector dr. 14 ¡ coser 2x dr. 
e e 
(Haáxese leousecr y de =secldxdr y compárese con el resultado hallado 
en el ej 4 del $5). 
in r y 
45. f A de. 46. De? dx. 
te li- k 
17. Tr - sent zx +c0s x dz. * 18. f sen ms - sen nxdz. 
19 | e sen 2 -cos Y dz. 20. | Ch z - sen x dx. 
di | Sha cos zar. 22. | Ch 1 -cos dr. 
e 


Demostrar le siguiente fórmula de reducción: 
¡ ii (ln 1)” ” 
Il, = | er la dl == ——__—_—_—— ds 
a m1 mim! 
24. Demustrar los siguientes fórmulas de reducción: 
e. 
La = | arsenzdr= Pes nd, 


J 
2, = [en cos rdz=x"senz—n1m., 


- 


8. CALCULO DE INTEGRALES APLICANDO COMPLEJOS 
El cálculo de las integrales 


És = [2% cos br dz e !, = | e*sen bz dz 


se puede hacer aplicando dos veces la regla de integración por partes. 
Pero resultará más sencillo efectuar la combinación 1, + ilz (i, uni- 
dad imaginaria; 12 = — 1). Recordando la fórmula de Euler 


et =cosx+isenz 


resulta, sí se admite que | e dy = ¿e +C, aún en el caso de ser £ 


ún número complejo: 
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L, + ile =/ e (cos bx + ¡sen bx) dr =/ Eg dy =/ e(mbids dy = 


eltmbive , _ garpite , 
arre ace bi +e= 
= e (cos br +3senbx) +C. 


Puesto que la igualdad de 2 complejos comporta la de sus partes 
reales e 1maginarias, resulta 


z 


Í; = [ecos bx dz = ¿Ez la cos ba + b sen bx) +C. 


I 


e? 
= 2; A AAA A — +>U 
La j e? sen bx dx FTE (a sen bx — bcosbr) +C. 


Nora: 


Estas integrales pueden calcularse aun más fácilmente observando que en 
virtud de la regia de diferenciación de un producto es 


dle” sen bxj = luertsenbx + bo cos bx) dr, 
d (ecos bxj 22 (ae cos br — be“? sen bxi dr. 
Muitiplicando la primera igualdad por a y la segunda por — b y sumando 
resulta 
ani senbxy betis tr (el 1? e senbrdr. 
Integrando se tiene 


a 


(a + B2; | sen bxdx= e" (asenbz— becosbry +4€. 


Y 


Multiphicando, en cambio. da primera igualdad por oy la segunda por a, 
sumando e integrando resulta 


tal + p2) | Alas bid cz? dhsenbe o rca bra e O 


Como recapitulación de los casos de integración tratados hasta 
aquí recomendamos resolver las siguientes ejercicios, que podrán verl- 
ficarse con los resultados de Jas páginas 348-350, 


í. / 1233 da 2. fo vaa gn de 

3. |» va dh dz. 4 po 2 dr 

5. | e'Ersecrrdr o. 6. | e dx. 

7 [ve dx. 8 / En dr, 

o. " ME de. 10. (ET . 
y Vr — 1 ri 


¿Hagase la sustitución Vr — dz 0, 


Y 


3+1 
pa 


fico x — sen 1)* dx. 


fuer z crec zaz. 


seny xr - cost xidr., 


cosacó x dr. 


/ 
[Ze 
il 


le 
¡ € 


> Y ó— a? 
o ordr 
a 


" xdx 
E + Art 


/ di j 
YO — (1 1)= 


“arctgz 
A — dd Y, 


lx 


j —1 dz 
¿vB a 


41 ER 1 
| Mi 200 A 
y yY9— Ar” 


¡Multipliquese y dividase la expresión 


f r+2 
SN 6 
Vx" + 7 


f + arc tg rx. 
EN 2dz. 


EJERCICIOS 


10 vi — a 


r—2 
2r — 1 


cos na 
> DO, 


vsen na 


dx. 


cos £ 
fo senz 
¡e + box dai 


fren 21 - cos! 2x dr. 


tg r 
dr. 
| VTOS X 
cosec 20 . cota 26 
l + 2 cosec 20 


pa 
fa 
== 
== 
Í 


VIT 4x2 


xdx 


16 + E. 


arc sen r 
| dx, 


ena i 
A o. — cos” 


(Hágase cost: 2; 


d de 
=== VO6xr — Gr” 3 


42. Hal A 


l—HT 


Y 


subradical por (1 + 1)]. 


a dr — 1 
vY3 en) 


[sz rare 2 


Val 


fren x-Shxdr. 
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9, INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES 


Intropucción: en:os caledado anteriormente legrales del tipo 


dy mx 
O ORE OS pod j — Ki, 
JJ arir+tbrte MR Gb E 


mediante sustituciones apropiadas que las conducen a las fórnutdas 
¿(XUD y (AIV): 

Otro moda de calcular elas integrales. de aplicación sencilla y 
que nos permitirá resolver la ttegral de cualquier expresión racional, 
es la descomposición en fracciones simyes (ver pág. 54). 


¿mpecemos por algunes esemplos seucilos: 


. he — 17 
Sea calcular £, = pt de, 
E A 
y 
tr —7 br ES 
Por ser TES pa PA se genbiá escobir en da farma 
HA a DL +4 E A 
Á E B , 
E E 


Recordemos que para la determinación de A y B hay que identifica: los 
numeradores: Aíz — 24 B1ir—1) =4%xr--7. En particular, si >=). resulta 
—áÁ=- 3 vy5130324B=01. Entoucos es 


10 OS ] e de h 
— pia 15 as E ¿E E , .s ES, .L Po. A ” Ñ A 
| el 5] A da o A 


que también se puede escribir 
ll =Mhlx 199 (xr —2I+C€. 


Veamos otra integral ya calculada anteriormente (pág. 290): 


Como es z = a : «q E resulta 
O OA o qq ÓA A2 A A A 
a bi? (ao Pkbzx)ta—=br) la|a+bx"a—bxr cds 
1 1 a+ bz 
= —— — — br) == SETE . 
l, 30h Un (a + b1) —1n (e — 0] 4 C E a +€ 
Finalmente, si se trata de calcular 
dues 213 — 1112 + 23x — 17 
a E pa rare 
como el grado del numerador de la expresión subintegral es superior al del deno- 
minador, se comienza por efectuar el cociente indicado. Resulta 
278 — 111? + 23x — 17 4x—7 
"a Az 


y, por lo tuto, es 


dx, 


= ford +1, 


com 1, celculado más arriba. Por consiguiente, resulte 
h=rx-5r+1Inf(r-— 1) (2 -D] +C. 
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SOLUCIÓN DEL PROBLEMA GENERAL: Sea 


ES | Pit) de de f aux” o au A —_ "de, 


Paba ba 

Si el grado del polinomio P(x) es mayor o igual que el grado 
del polinomio Q(1), es decir, si 1 > m, se efectúa Ja división indicada, 
ubteniéndose corro cociente un polinomio de integración inmediata y 
como resto otra función racional que tendrá un numerador de menor 
grado que el del denominador Q(x). Por lo tanto, es suficiente refe- 
rirse, en lo sucesivo, al caso n $ m. 

Distinguiremos 4 casos: 

I) Todas las raices (a, b, ..., d) del denominador son simples, 
es decir, el polinomio Q(x) se puede descomponer en la siguiente 
forma (ver pág. 49): 


Qi) = (db... (x-b) [1] 
(supuesto que sea by = 1). 


En esie caso se podrá escribir 


Qt) a ab YT 


La identidad siempre se puede lograr en este caso, pues los 
denominadores son idénticos de acuerdo a [1], y para que lo sean 
los numeradores debe verificarse la relación 


PiDO=At(bD (rr 0...(1-bD+ 
HEBlI2=alr == Oui (AD ose 
FL abs eE). 
Los coeficientes A, B, ..., L se determinan haciendo sucesiva- 
mente := 4, x=b,..., x = l, pues entonces resulta 


Pía) =A(a—b)j(a—c)... (a—l), 


es decir, 
3% P(a) A 
2 (a—b)(a—=c)... lta—=by” 
Pb) =B(b—a) (b—<c)...(b— 1), 
es decir, 
B= FAT > 
ba (boa... (b bh 
y, finalmente, | 


PD=LE (ab... (UL, 
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es decir, 
(a) (l—= db)... (tk) 
ÉJEMPLO: 


$ E 30-23 + 85163, 
ea calicuiar = AAN 


Empezaremos por efectuar el cociente indicado: 


PM M4 BB 2x3 
+ 1?7r1+15 ES Biz 1714+ 15 


Integrando resulta 
2r—3 

AAA A dr, 
a+122—ii+15 

El denominador de la fracción que figura en la expresión subintegral admite, 
evidentemente, la raiz e = 1. Despojándolo de esta raíz queda el trinomio de se- 
gundo grado 12 + 2x — 15, cuyas raices son b= — 3 y c=3, La descomposición 
resulta entonces 


= hat 4 + 


213 y ] 2r-—3 _ A el B E E 
23433 172+18 l(lz—1)l2+5)íix-3) z—1 +57 7-3 


Como deben ser idénticos los numeradores 
Aix+5)(x--3D)4+8B (2-1) (Xx - 334 CO (2x--1) (2x4 5)=2x-— 3, 
se obtiene, haciendo sucesivamente 1=1, 225 y £1=23, 
J 


6(—2)A=2- 3, Á=>72 
TN TN: E 
DJs = U— 3, == $ 
pon | 3 

0 e 0 Em MEE A Cro 

16 


y resulta 


1 A 1 dr 13 f dr 3f dx 
3? SS 


es decir, 


que se puede escribir 


1 1 =13(ir—3)9 
I=3 E A , er +E 


48 tx 512 
Otro método para hallar los corficientes en la descomposición de las frac 
riones racionales. Puesto que en el caso de las raices simples es 


PEF Al pa B 1. 
DN z—ae o a : 


multiplicando «ambos miembros por (z--e«) y pasando al limite para 72m se 
tiene 
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Como tanto el numerador como el denominador tienden a O cuando 1 > a, 
se puede determinar su “verdadero valor”, de acuerdo a le regle de L'Hospital, 
calculando el cociente de las derivadas: 


im PP) Pla 


A =Íim (lx — a) = - ==>; 
ESO Ce) E Q Qa) 
En la misma forma resulta OS > Pa Lo 


Para el ejemplo antes considerado, con Píz) = 21 -— 3 y Qi) =Y8" + 1? — 


— 172 + 15, se tiene Q'(x) = 31 + 2r— 17, y hacienda sucesivamente x= 1, 


AI _ 43 3 
15 y 1=3 se obtiene A= B=-— ¿y C=¿* 


11) Las raices del denominador son múltiples, es decir, es 
Qu) = Ga lab... lx y 
(indicando con « $, .... A los órdenes de multiplicidad y pudiendo 
ser algunos iguales a 1: caso de raices simples). 
Supongamos. para fijar las ideas, que el denominador sea 


Oi) = (rara ob re 


Ls ; Y) Ed 
Mustraremos que la fracción racional 17) >= se puede escribir 
LL; 
come suma de 5 sumandos de integración inmediata: 
Pi Ás N A, As Bor E 
os aa o ARA +. e a 
Qin LT)" (rx — aj ua I—b > oc 


Ej M.C.M. de los denonunadores es (2 — a iz — bi(x— 0d. 
que es precisamente Q(1). El numerador es entonces 
Anía=bj (ix 0+Ar(r Oti bro + 
As lr Ha BA OR 
HB RA AE 
+ € (x—ajP (2 — b), 
pobnorsio que debe identificarse con P(x%. Para determinar los coe- 
ficientes, lo más cómodo es darle a la variable x Jos valores a, b.c y 
otras dos valores cualesquiera. Asi resulta, para r= a. 
As la —b) la ==) =Pla?.. 
y de aqui se obtiene 40. En forma análoga se hallan Bv €. Para 
determinar A, y Az basta dar a x los valores 0 y 1, por ejemplo (5) 
ninguna de las raíces tiene esos valores). u otros 2 cualesquiera. para 
obtener 2 ecuaciones con 2 incógmtas ¡teniendo en cuenta que va se 
han obtenido 3 coeficientes). 


LIRMITO: 
» 
PM+xr+!s, 
Sea calcular f = | A 
ZS J pS 1 + $ ya 


Ma, 
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Puesto que en el denominador se presenta la raiz doble — 1 y la raíz tri- 
pie 1), escribiremos 
a L£>+— 1 E «et, EN A «La de Ba A 
ECT ID, NS x AS AV 


Siendo el M. C.M. 1x4 1)2 resulta de la identificación de los nume- 
radores 


Ay la 022 A, dir A (a E 0) BA Ba ta )= 
is Eo 
Haciendo r=0 resulta Ay =f, y haciendo z=— 1 resulta By =-— 1. 


Falton determinar 3 cueficientes. Como se trata de una identidad podemos 
dar a x valores cualesquiera, por ejemplo. para x=t,x=2 y x1=3, es: 


SAy + 44,+ 14, +B,+2B,=3, 
16Ay + 48, + 1444, + 27B, + 108B, = 13. 


Teniendo en cuenta que es «ly =1 y B¿= —1 resultan A, =— 1, A¿=2, 
B, =-—2 y la integral buscada se transforma en la siguiente: 
d dx Cúx dr 3 dx 
e de rs +21 Led (z cs. 132 +41 
es decir, 
11 
i=-323+2 +2l2+> ¡nr +C, 


que puede escribirse 


4 rot 
= ——_—_—— - Mi. 2 C. 
21 (121) E nr + 


Otro procedimiento para el cálculo de los coeficientes, similar al 
explicado para el caso de raices simples, lo encontrará el lector en 
la página 320, ejercicio N? 44, 

111) En el denominador hay raices imaginarias simples. Si bien 
en este caso puede procederse como en el caso 1), a fin de evitar 
la aparición de coeficientes imaginarios es conveniente dejar sin 
resolver las expresiones cuadráticas que corresponden a raices ima- 
ginarias conjugadas. 

mx +n 
a?r+br+ce 


de resolver siempre (de acuerdo a lo visto en pág. 291) utilizando 
arcos tangentes y logaritmos. Y eamos en un ejemplo concreto cómo 
debe procederse: 

z dx 
14 

ur El denominador admite la raíz a=—íi y aplicando * . regla de Ruffimi 
r le 


La integración de expresiones del tipo f dx se pue- 


Ses l= 


139 B=(24+1)(—xr+1). 


- El factor cuadrático 12 — r + 1 admite 2 raíces imaginerizs y paca evitarlas 
buoteremto una descomposición del tipo 
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Y T 4 . Br+C 
TFR EDAD AO TR Uy 
Debiendo existir identidad de numeradores se tiene 
Ala —r+b+iBr4+4O:io041)=. 
3 


A=— 


Con rx —Í se obtiene 34 =—1d a ses 


Con 1=U y 2=1 ss ubtienen. sucesivamente, 
AS O=U0 y A+2B+2=1. 


; l y 
Asi, resulta B = ZN E:= 3 


El cálculo de Í se lleva a la forma 


ty de ji <+1 
o SS E 
] ele ól 


3) 


: . ; ni [ ; Z 
La primera es uta integral inmediata: — zon tar 1).+(, 


La segunda se puede escribir 


e 1 3 
a ] a 
1 nt ll a +1 1 ke ,) 2 mm 
ll ts 
do a . (+3) $4 
1 
1 (aa l > dx 7 
5) ns 32] EAN 
. 1 
1 LEN 2 
=¿m[ (2-7) +3 [rg A 
¿ v3 


Reuniendo los resultados parciales y haciendo algunas simplificaciones se 


obtiene 


2 a ON 
1=| S q A SO z —+(, 
l4+ a 6 zx +1)? 3 v 3 
También podia haberse procedida, como en el case L utilizando ratcus 
complejas. 
Por ser 5 


198 = (1241) (22 —r41)= (141) (7 — 449 (17 — 4), 


cun 
ty =30 + V3%), e=3( — 13m. 


será 
T Á E B . € 
cr o TO RUPU. De 
I4z? r+1 IZ O A 


Los coeficientes 4. B y C se determinan identificando los nunicradores 


* 


316 INTEGRALES INDEFINIDAS ]Car. 


Alz — 41) (1-4) +B(x4+ 1) (xa) + C(a+ 1) (1—4,)=17. 
Pora z=—1 resulta A (— 1 —aj) (— 1 — ar) =—1. 

Pora z =41, resulta 3 (0, + 1) (4, — 42) =04. 

Para z =0z resulta C (a, + 1) (4 — 41) =0). 

t— V3i 


6 


De acuerdo a los valores de «, y a, se obtiene A = y B= y 


ENER 


=> ; 


Como se ve, los coeficientes B y € son complejos conjugados. Efectuando 
la suma de los 2 últimos términos se tiene 


1 . í a 
ñ he ga v3) ¿a+ 130 


14 "10, I— Uy 1—u, NN 


0 30 a 4 e (1 3) te — a) 
— 6 [2 — (1, + 4,11 — 12,1] 


21 42 r+1 
E PERS ES A a ON 
Dbi—e+1> ir — ro 1 
tal coma habia resultado anteriormente. 


NOTA: 

Es fácil ver que este resultado es genera nestrando que st Qe amule 
una raiz compleja « + 13, admite también la conjugada a — Pé y que los coeft 
cientes correspondientes son complejos conjugados: M4 Niy M— Ni Exntences, 
MAN M-—Ni 


de AÑ — se Mega. efectuando las operaciones LIeceEsarias 
1 At] 4 A LE 
2Mr — (May NP Br +€ dat 
y mt ad == as 2, con lo cual queda justilicada la regla 
lr — a) <p Te pr 


dada en [1]. 

IV) En el denominador hay raices imaginarias múltiples. “Fane 
bién este caso se puede resolver procediendo como se ha explicado 
en el caso 1), Pero a fin de evitar dos imagirndos se dejan sin des 
componer Jos correspondientes factores cuadralicos. 

En el caso de raices dobles so Mega a expresiones cuvas integra- 
les son inmedialas si agregamos a las va vistas la integral 


pe dx E E E al EA o desa 
q s E $), a E A 15 . 24 £ 
E E 20. e ae ae 
ai dr iy q 
al [E ON E A —Á -- sale 
Patas ae DA E 
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Agrupando los términos en / e integrando por partes la última 
expresión resulta 


pad A 
917 ya rea + Ta q ets +C. 
O sea, finalmente, 
A AN 11] 


ÉxJEmMPLO: 
E ¡"IÓ +42 
Se icul NN A E A 
a calcular / ] Em dz 
Las raices son + iy —i contadas 2 veces. Pero en lugar de proceder co- 
mo en el caso 1, escribiremos 
E Ax +B Cr+DbD 
(1 4 1)2 (12 + 132 rn 1 


1h 


La identidad de los numeradores conduce a 


Ar+B4 (Crd Dl o) CA DORA (ARCO) BR DD 


y debiendo coincidir dos coeficientes resulta C=3 DP=0, A=1 


= A 4452, 
y B= -—2 


Entonces es 


este: E ¡dxd 
id 12 | : 


que escribiremos asi: 


PU: | 2rdx f dr P 3 f 2xdx A 

ona mias it 
die to? Í 

A =3| +19 2d A JA 

l= al ye =-— arctgr e + €, por (13 

a a ld E E 


A 3 5 
2 E a +1) +03 


Y resumiendo, 
t2r3+1 3 is . 
l= — ps RE — arctg 1 + 5 hu ia? 19 +€ 
2 +1 e ' 
En el caso de raíces imaginarias aúltiples, con un orden de 
a da 


multiplicidad superior a 2. aparecen expresiones del tipo ua e 


que ya hemos calculado mediante una fórmula de recurrencia. aphi 
cando la integración por partes (pág. 300). 


TEOREMA GENERAL DE INTEGRACIÓN DE Las FUNCIONES RACHINA 


Les: Henios mostrado, en hase a ejemplos concretos, 


cómo toda ex- 
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presión racional > donde P(1) y Qtx) son polinomios, se puede 


(1) 
Qt) 
descomponer en fracciones simples de integración inmediata. 

En base a estos resultados, cuya generalidad es evidente, pode- 
mos afirmar que 


q o 1) : : 
Poda. expresión racional - es integrable mediante funciones 


k 
Qi) 
elementales: algebraicas ( polinomios y racionales fraccionarias) y tras- 
cendentes (logaritmos y arcos tangentes);. 

EU ENCICIOS: 


Verificar las siguientes integrales: 


2 E da a +C, 
A 

es a 3 AS 
e E a 


1+x 1 2 
7. [ EF y + arctgr +. 


dx 1 i+z 
8, [BE gero 


9. E E as +C 
3a+ri+x 2 ES 3 y3 
aa 1 +e j 
aa o POR O APA, AA 
10. (* 27 in 3 FR + 
Calcular las siguientes integrales (1): 
dx sen £ 
L fas ES 
(Hágase cos t = 2). 
dz 31 +2 
iS A Az ls la — yl 
ay 141 
: 6. dz. 
Ss. j=<e lan 


(1) Los resultados se encuentran en las páginas 350-352. 


X] 


25. 


+. 


43. 
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xdz 
Or NS 


"O — Tae 
A 


243 


dí. 


dí. 
vLia— ri +2) 


a? —Ór—í 


A 


—+— 


e 
a 


+ xa 


e 


ES 
] 
| 
== de 
[ 
La 
la 


poa 


FR 


dr. 


$ 


/ 3 + 2 
rt ÁL 
xir+1)* 


( dx 
v 11 — E: VzZ 


(Hágase la sustitución Vx = 0. 


E Lea 
A E a E 
rdr 
[ 1dx 
27 
[+ 
mn dx 
ae: 
r—i 
lm+ 
dr 
dx 


E EFD 


ir?) CASES 


e —Í 
pt 


ce Dr 3) 


Ñ dr 
le EA 
/ x3dr 
A, 


; dz 
aa 


di 


JU 3 +2 


3 ix 
gr 


pad 
AA SA 
(r+ )?z 


[E ez 
rs 131 


er t 
| PE dx. 


(Hágase et = 2). 
[ dx 
l—i-2 


xdx 


(1 — a) (x — b) a—=e 


xd 
j EUROS 
2dr 
(Ea) (17 + d2) 


f 8dxr , 

) (4 4) (1 4 2)? 

Í 1? dy ' 

r—102(2+1) 
adx 


GFNETD 


dz . 
/ (13 — 1) 


2% dx 
(217 


| Tor —241 (7 —3) 
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-4+. Si un polinomio Q(z7) admite las reices múltiples e, », ..., l, can los ór- 
- denes de multiplicidad e, $, ..., A, la descomposición P(x): Q(z) toma 


la forma 


ir —b)JB6 * (1 — by! ob 
A A A NE pa 

Ly L; Er, 

PA La ey 


Si se construyen las funciones A(2), B(lzx), ..., £ír), mediante las te- 
laciones 


_ Pla) _ yg PD) 
Á(r) = (x— ies Bl) = (x —b) Er * 
: PD 
5 hu e A + 
TS ¡ Lo =íix bh Din 


demuéstrese que los coeficientes se pueden calcular por las fórmulas. mv 
útiles en las aplicaciones prácticas. 


En Aa) A Cia 2 
Ay A: 4, E TS 2 o rd TÉ ui, cd Teo? a E > a 
Bb) B"1b) Bú-D1(h) 
B, = B(b); Le ac B,= - 3 a rr PO YE 
E(0 Pb; FOQ-bD(, 
A a ES 
dx pop 
A a 
ES , 1 pr 
Ñ r nadr dr 
e E AN O 
E A e O 
Psr—2 A TT 
40 Y ¿> Ati 0 ue 
a io dr 
S 21 — 1 1 sn (e H ñ 
o 52. e R 
E Ce 
53. e dr. 54. o dr 
PS ] == 2 (4a) 
Las n+] . os z+S 
+) | yr q da, 5h. TEN dz 
. hito 23 -t ? 
sr. | ac 58. A 
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dz . de 
dá j TFH ro 
El j al dx ES dr 
: (4 ad) (al + 2) Co 4] 4 ea) a+) 


ó arc tez 
63. e dy 
] (1 + 2%)" 


dr 
| tasóses por partes, con u—arctgx y du= aia 


e 1 1 : 5 
64. Verificar la fórmula arc A er aplicando al cálculo de la 


ix 


integral j 7 a , €l método de integración por descomposición en frac- 
> 
ciones simples [1 +12 (x+D(x— 0D]. 


10, INTEGRACION DE FUNCIONES IRRACIONALES ALGEBRAICAS 


Hemos mostrado en el $ 9 que toda función racional es integrable 
mediante funciones elementales (polinomios, racionales fraccionarias, 
logaritmos, circulares inversas). 

No existe un teorema análogo ¡ara las funciones irracionales, 
pero si se pueden estudiar casos integrables de estas funciones. 

Ya se han presentado numerosos tipos de expresiones irraciunales 
con argumento lineal y cuadrático que hemos podido integrar. Así, 
ha resultado: 


En el caso de argumento lineal: 


er Pos e 

35) Vide== xi +C. 
; 3 

] ] dx Po Los 

y rr (20 EN di = = (21 1) Ea 
” NEZT ci ] ¡ 

39 | Var rrdr. — = laz + TN 
- VETE ¿ 


Más general aún una unegral irracional con argumento lineal 


; ; : ar 2 px : 
fraccionaria. tal como | p A dz. donde mn V 12011 T14- 
EL dls a j 
ar E 7 _ ” 
meros naturales, se quede integrar con la sustitución qe Les 
O 


con lo que resulta 
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7 


E A AE “pa pel d —- 
ARES 5 de O es 


Ue MR ES 


quen 
TO 
N (a Saro 
expresión racional en £ 3 por lo tanto, integrable. 


Estos son casos particular: de un teorema general que asegura 
la integrabilidad, toda vez que ¿a cantidad subintegral sea del tipo 


A 2 DN e ] 
* Lasrd J ed ) E 


donde R es una función raciono) de sus argumentos. 


Yeamos cómo se procede en va-:9s ejemplos, 


E 
Ss E ñ y”. 
1%) Sva calcular 1, = j Md 
y 1+vVz 
”. : l—e 1 
La expresión subintegral es la “unción racional e sr con a=15P5 
j ) 
i=x* Para racionalizar esta :+presión hacemos la sustitución x= 1% con 


L 
lo cua) se logra que desaparez -1 los dos radicales, dado que es 1*=1 y 
1 
=P 
Se tiene entonces 


Mamo, 3 E Lit 
l.—24 d=4$ / E di= 


A E A SA (14 ób22</C€, 


ll 


NA 


y expresada en función de x resulta 
la =-— Ir +07 + 4rt ad ll ty + C. 


En general, la potencia de la nueva variable es el M.C.M, de los denomi- 
nadores de las potencias a que se encuentra elevada x. 


dr 
Yi+iovi+r 


ri con uz Yi+xyf=vVvVl+x y siendo y 


2%) Calcular 7¿= 


En este caso es R=2 


í E 
y 3 los expomentes de (1 + y). para los cuales el M.C.M. de sus denomi- 
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nadares es 6, elegiremos la sustitución 142z=1%, con lo que resulta 


“Tpr=P y ir=8f y dr=605 dt, y la integral es entonces 


== = MRS 0 O 


1 
| ms 


E 
=-2(142%-3(04 SS A IA O 
HL) Hemos estudiado ya todas las integrales del tipo 


/ var + bx +codx, | lí des 


PP 
O an ¿a 


t 


con a. b y e constantes cualesquiera (positivas o negativas), habiendo 
mostrado que siempre se pueden conducir a uno de los casos siguientes: 


¿Y 


j VzZ" +1 dz, f yz —1 dz, / VI =:22d2, 
f +A f da. | / da 
VERA VA Vi= a 
Ya hemos visto también (pág. 293 y 299) cómo estas integrales 
se resuelven muy fácilmente con las siguientes sustituciones: 
2=Sht, z=Chrt, z= sent. 2=Shf, z=Cht, z= sen t, 

advirtiendo además que las tres últimas ya figuran en la tabla de 
integrales inmediatas. 


Volveremos a calcular ahora algunas de estas expresiones sin 
emplear funciones hiperbólicas (directas e inversas). 
pe 


LS 


1%) Sea calcular /, = "Y z + 1 dz. Haciendo yz? + 1=1w+2re- 


sulta 1 = 1? 4 22 r lo tanto e dea di 
E a Y qa 
La integral queda entonces 
E A O AS 
A ) (ea 21 aa A = EA 
=— Wwrn+gas ¿(+24 e) +0= 
a 4 2 2, 
1/1 | 
a A Lo Beda ] 
(3 )+5mh+c 
St 1= yz + 1-— az, resulta, racionalizando, L= EF L+Z 


y + — £ =42 Y/2 + Í, con lo que se obtiene, finalmente, 
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h=¿z VEFT + Sin (¿+ VERO) + C 


2:) Calcular f, = f Vzi— 1 dz. Sustituyendo yz? — 1:0=1+_2are- 


sulta — 1 = 442 consiguiente, z == — 1+ é, 
y, por sigu ? 91 


O td | 
di= — pu dt e 
Ñ le N —1t c(e—1)] 
TT — tl —_——— —_—— => li qx>_E——— = 
la H 2 O 
=ol (1 — 211 +1) de <-ill-21 p+ha | 
4, A E: n2T3 
1/1 1 
+C == —e + — -=+Oz 
se £ ) yn! C 
-1, Lo rs 
Laya! TA 
= ¿avVz 1 + En (yz 1 A E. 
3) Calcular /, = f Ml Haciendo la misma sustitución que 
YA b 


en los casos anteriores se tiene 1 = ¿+ 2tz, pero en lugar de 
despejar z a partir de esta relación y calcular luego dz, es mu- 
cho más conveniente diferenciar ambos miembros, con lo que 


l= 2 
se obtiene 0 = 2i de + 21 de + 22 dl, o sea, de === di, 
Reemplazando resulta 
| 1 
h== f : 2 de - Ear Imt+0> 
. tz . 1 i 


== h— +CO=mt+viE iD +cC 


= In === 
ViE+ 12 


Analogamente resulta 


Ñ dz o 
4%) Ll = == ln a Y 1d) O 
: VZ — 1 
EJEMPLOS: 


e 
, TRATA : ¡ 
1% Piura calendar 1 vay bx + 10d: hasta escribir el trimonuo en la furma 


abr lO ir 31241 y hacer la sustitución 21 +3="< Resulta 
entolcus 
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[variar f VET 


./ 


| 


= VER 4 gin VERDA O = 
=3(0+3) VETO FI047Mm (243412480410) +C. 


El trinomio se escribirá 


dr 
2%) Calcular A AAAX<á 
) 1 Vr + 1 — 10 


a 1 ñ a r+L 2 81 
27 +r-—1i0=2 A 4 15 1 


Con la sustitución x + z = qe resulta 
7 dr 9, dz AAA 
/ FR 5; ) — E = 5 Vila (e + Vi21)4+C= 
e VERA 10 4) YN ly ? 
4 


lo - +1 -8 
=> V2 — — (212 + x— 10, . 
¿Y tn[ 5 + | ez + HI 103 | +0 


a) 
3%) Calcular | 43427 —i2dx Esta integral se resuelve siguierido el imé- 


todo indicado en página 301, ruediante una sustitución trigenometrica. 
Resulta 


IATA 4 1 A 
PATEZE da 0) ase son 3 (3 — 1) +qUu- A E C. 


111) Otras integrales en las que aparecen raíces cuadradas de 
trinomios de 2* grado son las del tipo 


o dx 


) ayer + barc 


y se calculan Hevándolas a las formas estudiadas en Y?. 


1. 
Haciendo x =-— la integral dada resulta 


m 


, = dz 


A A A 


, dr | x e 
qq A - 7 4 
J A A a | 
y dx 


-. i Dn 
—— 2 o aresen—= + €, 
Yo award T 
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Enrencicios: 


Verificac los siguientes integrales: 


“1 —vYz - 
a =It++tvwz— ln (1 + Yz) +. 


2 1. hz 


; 2 ” 2) 00 
A ps E E A EG 
ed / 223 3 | cd Í: 


o 
A A A EN 
A E 


=$ 


¡ Racluonalicese ;. 
> LES FATE ES PARA 
A O + Vo2+ Vi— 12+ 
VI +1 


+ arc sen Yz — 2 V1 A CE 


(Hágase VI = =J 


9 f da di e 
i vi=x2R 2 2 
10 / dx 21, YM9+42%-3 
* axyriw+0 3 z 
Calcular las siguientes integrales (1): 
rn dz 


Y d 
vá 2. A 
Fs Vx 1 (z + 3,1 
(Hágase x= 21). 
2 
3. EEE LEÓN A rdr. 
YIF+ 1 : r+il 
(Hágase 23 — y). 


(2% Los resultados se encuentren en las páginas 352-354, 


y 
2 


— (2 + 3) 


X] 


Es 


17. 


19. 


2t, 


27. 


31. 
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” dz 
j VI + 23 


pa 
A UI 
“ y I+2-2 

'Ñ dz , 
A O 


MESE + 2d. 


¡=" 
e Va+zi+vb+z 


(Racionalicese <l denominador), 


? xTidr 


u Vil +1 


(Hágase la sustitución 12 + 1 = 4%). 


f x5 dx 
, vY1i42r 


dx : 
f (1-10 y1 + 


f dz 
a avi +zx 


/ 142 
* 1y1+t 

de 
fi 
¡atirr 
) rt + 


92 


10. 


12: 


14. 


13. 


22. 


24. 


26. 


28. 


30. 


32. 


/ 
/ 


/ 


a! 


y 


al dx 
vVTF 3 
x2 dx 


7" 
(2 + 1632 


327 
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11. INTEGRACION DE DIFERENCIALES BINOMIAS 
Se lama diferencial binomia a was expresión de la forma 


Y (a+ bx” dx, 


donde a y b son constantes cualesquiera y m, n y p números ra- 
cionales. 


EJEMPLO: 
vz dz es una diferencial binomia, con m=>3 n=3 azb=1 y 
(1 + Yz) 
3 
p=-— 3* 


. Con la sustitución I= z*, donde a es el M.C.M. de los deno- 
minadores de los números racionales m y n, se puede hacer que en 
la correspondiente expresión en la variable z sólo subsista en forma 
fraccionaria el exponente p. 


En efecto, si 1= 2%, di = uz** dz y la diferencial binomia se 
transforma en 


zu (a+ 2) ar dz = arre (a+ bro)? de, 


que tiene exponentes enteros para z. 


En el ejemplo anterior hacemos 7= 2% y la diferencial se transilorma en 
E: 
623 (1 + 22) 2dz. 


Casos DE INTEGRACIÓN: De acuerdo a este resultado sólo es ne- 
cesario considerar las diferenciales binomias del tipo 


2 (a + bx” dx, 
A od r 
con m oy n enteros y p fraccionardo igual a —: 
: > : 


Veremos 3 casos de diferenciales binomias integrables elemen- 
talmente. 


1”, En el caso particular de que sea p un número entero, esta di- 
ferencial binomaa es integrable. En efecto, sí p es un número 
natural. aplicando la fórmula del binomio de Newton la expre- 
sión se puede calcular con p + 1 términos de integración inme- 
diata. Si p es entero negativo, se calcula de acuerdo a los mé- 
todos vistos para las funciones racionales. 


=. mn + 1 á . 2 
5] OS es un numero entero. sustituyendo at bx = 2 re- 
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sulta x= (ES E) y la diferencial binomia queda expresa- 


sada asi: 


hal lJ-a 


a” (a+ bxry? dx = (AA) 4 A 


3 
+ 


Como se ve, sl A es un número entero cualquiera, esta 


expresión es racional y, por lo tanto, integrable. 


39) Si mo +1 


z +- p= número entero, con la sustitución a + bx" = 2* 


q 
Fr a e 
donde p == e resulta 1" (b— 21) = —a,osea, 1" =a (2 =bi, 
A LX 
y se tiene x= a” (2? — b) ”. Reemplazando resulta 


x" la + bany dy = 


O 2 0 ba Vi, E A 
O e A 
: En E ER H 


mal  r 


pa A 


=+ Sesa E E grid (22 — b) OS TA 


y esta expresión es racional si el exponente de (2: — hb), que es 


mori po , S 
—i > —=-=-W 41 ), es entero, es decir, si se cumple la con- 
n 5 


dición enunciada, 


En el ejemplo antes considerado. como la expresión transformada en : cia 


id : ) m+l A 
63 (1 +2) 2 y cm elia se verifica ——— +=; 
n 2 do 


T 


3 nbnev en: 
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y 


tero, la untegral se resuelve haciendo 142=2, resultando 25 (10 —-1)=1 


¿dt ; p . 
: y dez — ————»w y la diferencial bimomia se 
vE—=1 (12 — 1932 
di 


transforma en — ETT" expresiva ficilmente integrable. Recimplazando 


es decir, 2= 


2 1 
z > . : 
y z por xf se obtiene la integral de la 


> a 1 
en cl resultado obtenido ¿2 por e 


diferencial binomia en función de z. 
Hemos visto tres casos de integración de diferenciales binomias: 


1] m+l 
Pp = entero,  ————— = entero, ———— + p= entero, 
n n 


Hay un teorema notable de Cuenicuev (1833) que asegura 
que estos tres son los únicos casos de diferenciales binommas que se 
pueden integrar con funciones elerentales, 

En la tabla anexa a este volumen damos las fórmulas generales 
que permiten reducir sucesivamente las integrales binomias. 


ErEMPLO: 
3.4 integral considerada precedentemente 


-» 


i= / 235 (14+:2)32dz 


un 


se puede resolver utilizando sucesivamente 3 veces la primera y una vez la segunda 
de Jas fórmulas 78 de la página 63 del apéndice. 


En este caso es m=8, n=2, p=3 a=1, b=1 y resulta: 


1 7 35 105 105 
== AM AS LS dead 


Reemplazando z por x1'6 se tiene resuelta la integral que aparece en la 
página 328: 


Vrdr 
(104 Was 


FuncioNESs INTEGRABLES Y NO INTEGRABLES ELEMENTALMENTE: 


Se consideran como funciones elementales todas las que hemos es- 
tudia”.- en los capítulos 11I y IV: polinomios, fracciones racionales, 
exponenciales, logaritmicas, circulares e hiperbólicas. Con este “arse- 


nal” de funciones no se pueden calcular expresiones de aspecto tan 
simple como 
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0 : «di 
/ - dí, / VIS r ps dx. UN A AA [ ] 1 


Pero. a su vez, estas expresiones pueden definir (a menos de 
una constante) nuevas funciones que, en la medida que sirvan para 
otros cálculos o estudios y que posean propiedades interesantes, se 
incorporarán al “arsenal” de las furiciones. utilizables. 


Así, con la primera de las expresiones 11] se define una fun- 
ción denominada exponencial integral, Er(x) (1), y las otras se pue- 
den expresar mediante las integrales elípticas que consideraremos 
más adelante. 


32. INPEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


En la tabla de integrales inmediatas ya han aparecido integra- 
des de funciones trigonométricas. Otras expresiones más complicadas 
pueden llevarse al tipo de integrales racioriales mediante sustitucio- 
nes apropiadas. 


Consideraremos algunos tipos particulares, indicando en cada 
caso cómo pueden hacerse las generalizaciones correspondientes. 


ed 


DD Calcular / == / sen" x dx. 
Escribiendo 
sen? dr: — sen? xd (cos 1) = — (1 — cos* 1) d (cos 1) 


y haciendo la sustitución cos x= tf resulta 
== po — 28 + 1) dt = — cine lo +C= 
, | 3 5 
2 1 , 
== — cos a+ aos a — ¿cost + (. 


Esta sustitución vale toda vez que se trate de una integral de 
los tipos 


) e. 
/ sea" dx, j cos" xd, 


A 


con n impar (en la segunda integral la sustitución será, evidente- 
mente, sen x == 1). 


(0) La función Kilx) se caracteriza porque su derivada es E y porque 


su valor es nulo para x= — D. 
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11) También se calculará en forma análoga cualquier integral 
del tipo 
f sen” x cos* dr, 


siendo m y n números naturales y uno de ellos ¿mpar. 


Así, f sen x cos" x dz = f' sent x- cost xd (sen 1) = 


= | sentz (1 — sen? 1)? d (sen 1): = 


PS 


as 1—-Pd = fs — 2184 9) di = 


ro 2 1 1 2 1 
= -——— ¿0 — pj =2 (A 9 => 11 s 
7 erp? HA 7 Sen” x — y sen z + sen +c 
13) Todas las integrales del tipo f tg” x dx, con n entero, par 


o impar, se resuelven con la sustitución tg 1 = z, pues entonces es 


q” 


dz ] » 
z=arctgz, di = TY la integral toma la forma a dz, 
que por ser racional se puede integrar en todos los casos. 
EjemeLo: Calcular / tg" xdr, Con z= tg 1 resulta 
a dd ”:b > 
z 5 1 1 y : 
teiard= ff —— dei E E E a 
) 89 xdr ) eii (+ +=) des 52 Ind + 2) 4 0= 


it, 1 a 4 
=3t8 1 =—¿in(1+ tel 1) + 0= tr + In (cos + C. 


IV) Todas las integrales del tipo 


J sen” x cost ridr, con m + n=0%k (k en- 


2 tero. positivo o negativo) se integran con 


Ja sustitución tgx= 2. 

Para expresar senz y cms: en fun- 
ción de tg x lo mejor es construir un trián- 
gulo rectángulo en el cual al cateto opuesto 
al ángulo agudo x le corresponde el valor z, 
al cateto adyacente el valor 1 y. por consiguiente. aplicando el teo- 
rema de Pitágoras. a la hipotenusa el valor 1/1 4 22 De aruerdo 
la figura 3 resulta 
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sen x= ei cos TI = - : [1] 
vi + 2? V1 + 22 


a _ dez 
y de z = arctgz se deduce dz => [2] 


La integral es entonces 
" TR " ¿A dx == A 
) sen x cost x E drama dz, 


que siempre se puede calcular por tratarse de una expresión racional 


cosi y 


5 
ExsempPLo: Calcular f= f id 


Con tgz=z y laa transformaciones [1] y [2] se obtiene 


E 25 % liz E 222 + 1) =2 
Il ara de= f[=- E [.- (Ey |+- 


h z 23 1 
A PAPA PR O 
S£fÑ nes E o ari E 


1 
=35 tex — y eos”x + In (cos? x) +C. 


TEOREMA GENERAL: Si la expresión subintegral es una combina- 
ción de sumas, restas, productos (potencias) y cocientes de sen x y 
cos x, a, en otros términos, si es una función racional R (sen x, cos x) 
de sus argumentos, se puede calcular la integral mediante la sustitución 


1 
lg Y=2. 


En efecto, de acuerdo a las notaciones 
de la figura 4 es 


Z 1 1 
Se all JN Y Vi en a 
2 NEL az 2 NEL 
Y. por consiguiente, 
1 Ye 
sen: 7 o S TT O PEOR IES a í 1 ! 
se: IS dos: a Un ] 
AN 5d ase 
e o re E 
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_ o Pe | ses 
=arctgz, de = LEE 3 


33+ 


ai 


Resulta entonces 


Fr “sen x cosr)de=2) a | E eto E 
e A e: A e O 


que es la integral de una función racional. 


Exnembios: 


R qe 
dr : a a: 
7 .« Esta integral ya ha sido calculada empleando un arta <n da 
/ sen x 


página 297. Ahora la resolveremos empleando la sustitución gencral 1g= 303202 


-. 


vw las transformaciones [1] y [3]: 


de =P 3d = fEami+c=im (02 a) +<e 


2 Sen 22 pz 


* dr : 

ae) j ES Aunque esta integral se puede calcular reemplazando en la an- 
; 1 ; de din 1 

terior x por IA, aplicaremos ahora la sustitución general tgzr=z y 


las transformaciones [23 y [3]: 


él 142 o 2de "dz A 
a =p + a =2 5 =2Arg Thz + C= le ES 


cos 7 TETRIS O Pa 
1 1 1 
1483: BAT EG 4 E 
1 — + 4 0 mt qn 32) + €. 
1631 1—tBgRtESZ 


EERcICcIOS: 
Verificar las siguientes integrales: 


: 1 1 
1. f reos 082 zd2 => cos? £ — y cos 14 C, 


1 cos 2f 1 
E es a 3 
2. fs 31940 8 +C. e g “osec 24+C, 
"sed x 
+. Ez A cos Y + sec z + E. 
*" dz loszr 2 
ye sent x 373 ter + e 


: "dx 2 A , 
: z Lo sen ER CERA 
f 
8. E OS: E ' 
/ o + €. 
* Hr 3 
"COI 4 
. A A | LO 
> / 2 -- cos Y v3 id (Visca ) AA 
je dx 1 
A A PS E Jo 1 
> / ! Fara” ( +i5z) 7 
Calcular las sigutermtes integrales (11. - 
ñ X x was 7 
1 m9 QUE a dx. 
1 el sen? ¿cos dx, Y ] Eos 
3, j str cos rdr. + / cotgS z dr. 
nn , dz 
eN sem? y cos? y dy. : 
/ cu? y cos” y dy 5. | EPT 
rt 3 Mm 
7, j Se 3. | sens adx. 
Cost Y 
v 1 “cos? z 
3- dx. 
9, ) tg ¿Y 10 az 
11 f dx : de ? 
Co Y snmir-cofr 12. / j + senI — C06x 
a dz pd dz 
a: ) COX PB 14. J sen x + 0087 
Ñ dx , dz 
15. j a] . 16. 2 ent 3 
? 3-2cosx J 2 co6x + sen z 
sen 1 % dx 
17. FA 3 A € 
E az o 18. rr 
sen x dz 
19. As 0 E 206 a ot de 
2 — 3senx SS 490n1+3c08 7 +13 
Ñ e E 
2. ¿o 
JJ tsecr+ó 
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(1) Los resultados se encuentran ex Lys páginm 354-355. 
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13. INTEGRACION DE PRODUCTOS DE SENOS Y COSENOS 
La integración de expresiones del tipo 


sen mz - sen nz, 
COS MZ * COS NX, 
sen mx * cos m1, 
con m oy n números naturales, se hace teniendo en cuenta las fóxr- 
mulas trigonométricas del apéndice, en virtud de las cuales los pro- 


ductos se transforman en sumas de senos y Ccosenos. 
Asi resulta para m-p mn 


f senma-cosnada=3 ) [sen (mm + n) x + sen (m— n) a] dí = 


_1cos(m+r)jx, cos(m>onj_ 


= i 1] C. 
2 mwtn mn 
Verifique el lector las integrales análogas 
> lsenímoinjx, lsníim="n)x , 
/ sen ma + sen nz da == —= 9 —_—_—_—_—_L + A LE, 
A 2 min pe Ino oa : 
' 1 sentimos ma iseníim— Mx o, 
| LOS COS A A A 
p 2 di 2 E 


En el caso m = n resultan expresiones que ya se han integrado 
anteriormente. 

Para la integral de productos de senos y cosenos hiperbólicos 
se procede en la misma forma utilizando las tablas del apéndice. 


E-xeErcicios: 


Verificar las siguientes integrales: 


» s 


¡ 4 A: 
dis | sen dro ros de dr — pios TL + vos 7 +0 
Y - £ 
, 1 a 1 : 
(Téngase en cuenta que sen 37 -cos 41 == 5 Sen /1 — sena) 
a) 1 í , 
a sevioresen 22 dí 22 qm qe E Sena + O. 
, > 2 
Ñ j 1 1 
3. / cos 3xY «cos 27 dr = 1h son 3r + senx + C. 


Caloular des squuientes integrales (13: 
EN > 


j sntdrvos 02d. 


to 


j cos (21 + Ba cos loo 2104, 


¡ lr e A , Amina 23% 
cio Los resadtados se encuentran en la página 390% 
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3. pen se (s -5 Juos (-+5)a 4. Pf cos2z cos (35 — 4) dx. 
5. N sen sen 32 sen 57 dz. 6. sen? 27 sen? 3z dr. 

7. EN cos” 3r cos 57 dr. 8. A Sh 3xr Sh 2x dx. 

o, Á Sh 2x Ch x dr. 10. fo 31 Ch 2 dr. 


FÓRMULAS DE REDUCCIÓN: Si bien la expresión 


3 


Dan ) sen" x cos" xdr, 


con m y n enteros (positivos o negativos), es una expresión racional 
de senos y cosenos y, por consiguiente, es integrable mediante la 


sustitución tg5x =z, es posible aplicar fórmulas de reducción que 


conduzcan a integrales con los exponentes 0, 1 y — 1. cuya solución 
sea immediata. 

Para ello habrá que contar con 4 fórmulas: dos que permilan 
disminuir on o no cuando estos exponentes sean positivos y dos que per- 
ottan amuentar estos exponentes cuando sean negativos. 

Si en la expresión : 


+ 


1 me 
Pra / sen” cos” dro — PR / sen“?+xdicos! a: 
; PE: E 


aplicamos la fórmula de integración por partes, obtenemos 


- $ f-1l Eo: 147 

senidz-costlz m—i1 ; 

Dar A ZA AA AA AA sent cortada. [1] 
n +1 nd 

Puesto que es 


TR NU E UR A EC 
= sentir costr (1 sentar 
sen" xicos" y -- sen” 1 cos” x, 


la integral del 2: nuúembro de [17 se descompone en 2. de las cuales 
la segunda es precisamente ff, ,. Pasando esa expresión al primer 
núembro restlta 


mi senda cost rn 1 
Ei 1 AR Ni a A A A A A Ex Zas 
2.4 pende NA | 
es denise oro 0, 
sen dr cost y PEA ; 
Es ME A A NN E Za ar- al 
moon mon 


NA 
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14. DETERMENACION DE LA CONSTANTE DE INTEGRACION 


Al calcular la integral indefinida de una función dada aparece 
una constante de integración que se puede calcular cuando se impone 
alguna condición suplementaria. 


Asi, si se trata de determinar entre todas las curvas con subtan- 
gente constantemente igual a 1 Ja que pasa por el punto P(0. 1), 
procedemos en la siguiente forma: 

1%) Determinación de todas las curvas de subtangente igual a 1. 


y' l dy 


Por ser $, = de debe ser — = 1, 0 sea. — = dx. 
+ 


Integrando los dos miembros se tiene ln y = x + C, es decir, 
y = en. Ml ] 


29) De las infinitas soluciones así logradas hay que determinar aque- 
lla que pase por el punto P(0, 1). Debiendo ser, de acuerdo 
a [1], 1 = e”, resuta C=0, 
Luego. la única curva de subtangente constantemente igual a ] 
que pasa por el punto P(N, 1) es la exponencial y = 7, 


Esencicios: 


ft. Delermnar la curva cuya pendiente en el punto (2, y) es 3% sí debe pa: 
sar jur el punto P(J, — J). 


si z A A 
Solución: Se trata de resolver la ecuación diferencial Ap = 3? con las corr. 
Y 
diciones iniciales y. = — 1 cuando x= 1. 


Escribimos dy = 312 dx e, integrando miembro a miembro, resulta 

roro Ac, > E2] 
Para calcular € aplicamos las condiciones iniciales 

=1i=1*4C Cz-—2, 
Sustituyendo el valor de € en le ecuación general [2] obtenemos la curva 
particular que pasa por el punto dado 
| yan 2, 

Nesolver las siguientes ecuaciones diferenciales de condiciones iniciales dadas: 


120% si 
> +x, P(2, 3). BR: y =2r—5. 


há 


Po 
3. 12%, PAD. Rd 
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dy 


+ Pa=bi—2e P(0,9), li y=2dm 142, 
d 2 P 
3 Ls e P(4 +). BR: y=4yi—2+4 
di NI : E E 
d 3 0 
A E: dry=3+2x. 
dx ra 
dy e ] pt 
Te > vyl+x3, Pi0, — 3). R: Gr + 10)%= (1 +23). 
1 
8. => Ta PA Bey 0 1, 
dE. 
dy LS , AS 
Ss. =2ry9, P(1, 1). Ri: r(3-123)=1 


SIGNIFICACIÓN FÍSICA DE La CONSTANTE DE INTEGRACIÓN: Hexnos 
visto (pág. 193) que la velocidad de un punto que se mueve sobre 
una recta según una ley s = f(t) está dada, en cada instante, por 
la derivada f'(t), mientras que la aceleración está dada por f”(t). 

Si, inversamente. el dato conocido es la velocidad o la acelera- 
ción, al establecer la ecuación del movimiento aparecerán 1 ú 2 cons- 
tantes de integración. que habrá que determinar de acuerdo a las 
condiciones iniciales del problema. 

Así, por ejemplo. si la aceleración a de un movimiento rectilíneo 


es constante. es decir. si 
f "(ti =a, siendo « constante, 
integrando resulta la velocidad »: 
poz f (1) = at + d, 


siendo d la constante de integración. El significado físico de d es 
inmediato, pues para ¿ = 0 resulta la velocidad inicial vo: Lo = d, 
y se podrá escribir 

v=za+uw=f (0. 


Integrando esta expresión se tiene la ley del movimiento, 
1 / 
Ho = qee + Lal + d, 
siendo d” una nueva constante, que se determina con la condición 
de que en el instante inicial (f == 0) el espacio es igual a so: so = d'. 


La ley del movimiento es entonces 


s=fít) = Zag + Dal + So. 
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EJERCICIOS: 


Determinar la posición s en función de 1 dada la velocidad o=%- Calcu- 
Y 


lar la constante de integración de manera que sea $=3, cuando 1 =0. 


1. v=3 R:s=B+s52 

2. u=(t+1)2 R: 5=3 (04 18349 

3. v=(14+1)2 R:s= = (14 1) 41+s59. 
2 1 5 2 ” 

4. 1=(44+ 132 R: <= ¿PSP A+ A y. 
ES E 

5. vVIVL R: s=31P+s0 


Determinar la velocidad v y la posición s como funciones de £ dada la ace- 
o do , E , 
leración e=>3 Calcular la constonte de integración teniendo en cuenta 


que para 2:20 es s=5¿ y VIZ VU. 


4 
6, ea= Yo 7 R: o= 4 0 o 
9 E 3 9 
A 3 Le Rs 
q E 
AZ 1 o. 1 
7. a=1A+R 1 0% í: == (21 +4) +0 + q 
naa 1 Í 
letal) + Lo +73 sti ai 
La í 
8. a=1 Rioo=7 40 +0; E 
9D a=-—32 Rip — 322 +Dp 572 — 16 + vq 1 +87 
10. n=31287 BR: p= 482 s 204 bylt>+s,. 


SOLUCIONES DE LAS INTEGRALES INDEFINIDAS 


Reseuestas DEL $2 (págs. 278-279): 


1 
1. y + 3232 +C. %) E 
A A 
AA AA AA 


X] 


11. 


13. 


1 1 
Tia O 


1 í 
A S + + 
A gr ar De 


Un — 


RESPUESTAS $3 


10. 


12. 


1 


í 1 Í 
ES me peo 
14. T+zr ++ co FEAR, 


ResPuEsTas DEL $3 (págs. 287-289): 


7. 


3 
G + 40240, 


Lalo 


+ C, 


3 — lu 
— Yer — 14C. 
az +, 
1 


A E 
aaa? 


2 
e EE Ll man 

AA ens cc, 

1 a 
-—- 31m (br -— 1%) + C. 


in (3392 + €. 


Dl 


NS E 


242-340. 
in (1 en) + Cl. 


— in (2— gr) +C€. 


10, 


32. 


al + ¿2 ) +C. 
O 


»] 
3 (Vz + Vayi+<C, 


Val — 2 + C, 


] amd + E 


¡ER 
sa rs 
Y + 


1 
AN E O E 
w' e 


In (13 + 1x3 + €. 
alo 8 
— qn (72%) + €. 


Tin (xr +3) — 2x 4 €. 


4 » 
E 


In (1 + e) 4 C. 


MA OA 


Cuil ma 


1 


5 
v 


| a 
5 ls (ar bra a bs ) 
a—er+C, 
paro , 
er + €. 


+3 


Na 


+ 


31. 


+3, 


39. 


+, 


43. 


47. 


51. 


53. 


55. 


57. 


6t. 
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h 
--- 3 cos 3 +41 +0C, 


1 A 
— ES dr + dd E, 


tat2laceszi+ Ll. 

lr (sena) +C. 

a Lcotg a Pl 
Me a 

— in cos my + 0, 


ln (1 —= cosa +E. 


1 
E 51m (24 cosna) +C. 


tul 


sec 21 +. 
Í » 
— 3H (cos 39) + C. 


2 (coser — cotgx1) — x +4 €. 


= in (asec nx — b) +C. 


VUF2 tg 2a + C. 


2t , E 21 1 Cc 
837138 Fr + C. 
1 1 
782 5tg?z—In (cos 1) + C, 
2 
1 
— ¿ar +. 


5h lar + hb +<e 


20. 


AE 


30, 


34 


30. 


E. 


+. 


4h, 


52. 


A Ñ 
IES 
r - 

ig +4, 


2 ga secado — + O. 


1 3 


(ea do 


- 


2vy Locos l + C. 
247 — cuz + €, 
— cotg xr — 2dn (send + E, 
— In ícoserj + €, 
niega +C. 
3 : r 4 > 
1 
— 3cotgt 27 + €. 
tex —secr +. 
1 Í-. 61 
200551 (Geotz — it )-e 
1 » 
— ¿tota — In (sen x) + C. 
1 
3er ser + C. 


— 7 cotgl xr — ¿colgó + E 


— Th(t-r+0£. 
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Í. 
==>eltte + E, 


= 


loci, 
¿ee 27 + ¡0% 


i 


E 


2 Mr, 


l e 
qe ta ee C: 


arctger +C, 


1 e TS 
38 Th 3 +C, 


| 1 

Es -( 

q arc tg (a +1) +C. 
1 ) 

arc tg (22 — 3) + C. 


— Arg Th (242) 4 C. 


1 
)-. 


63 —- Lem ar 140€, Gt. 
a lo , 
64) — = Cosech nc+ (€. 
n y 
606 opa O, im -- e ns AS ] Ana + E 
. OS na + “y E - = LOST IL E Ak Os an q Lon. 
Di. — drá una —(, OS 
69. lnil <= Shx) - C. du 
ResPuESTAS DEX $ + págs. 292-293) 
1 - 
1. ESO Ni 
3 3 
: = 
3. —z area Írl , 
wvl5 3 
1 aa 
SD. —205ctg Pp LE o. 
vb JS 
Í r+l 
7. —arctg En + E. 8. 
a 
1 
Ó, e o ta ya pa E (a 
Y 3 $ 
11. 2Are Th (227 — 3 + €. 12. 
2 2x —1 
13. ——ArgTh a =— +€. 14. 
y5 v5 
o E o 16 
15. E SA 7. 
17. —ArgTh (1 +3) +C. 
1 
18. 2 1n (2? + 21 +5) + 3arctgs (24 1) +C. 
19. lu (41? — tx — 3) + Arg Th (+: 
20. — Arg Thíz4 1) 4+C. 
21. luíii24y2r+2 +arciglz+ 1) +4C. 
22. 


1 1 
— 5 In (1? — 4x) + 2 Arg Th (hs 1)+e 
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1 
23. sin (2 + 2141) + saer2 (2 + 7) + C. 


6 xr — 1 
24. x+in(x2 2-1) > — Arg Th — — + C, 
ad Y5 , v5 
Respuestas DEL $5 (pág. 295): 
1. arcsen (1 — 2) + C. 2. arcsen (1— 1) +C. 


Su arc sen 3 (a — 1) +C. 


4. —v?%r—1324Q2arcsen (Xx — 1) 4 €. 


Y3 3 : 
5. on arc sen 7* +C. 6. arcsen(2r — 1) + C. 
1 2 
Y: arc sen q (x +3) + C. 8. arcsen (5-1) +0 


9. Arg Ch z +O=lnir+ Y =9)+C€", 


3 3 o pa 
10. o Arg Sh ( E da C= Im (V3r+ v 31? +423+C" 


4 


11 arg i Ola lr 14 VETE 8) +0. 
3 + to” ye ge Pa 

12. 7 Arg Sh AÑ ca A E + Y 1 PR) y e 
3 v2 3 WV 3 


- 


13. aresentr+ 2 + €, 


0) : 0 A ] 
14. LZargsh A E C=iZm [V2 lx —- 1) + V2x? — 4143] 4-0”. 


a a dr +1 2 ! ii j 
15. Are sh SEEN E 
v3 


. CIO RE RIA ASE 
15 — No dor oa? + Zara sen 


to 


da 


AAA 1 
A ANS ¿A are sen 51 + C. 


MM yA A Arg Ch ir 04€. 


Y necia. 38 
19. ¿WIR —=br4 4 5 V3 Arg Ch (21 — 3) + €. 
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20. Vxi2+4r+5-2Arg5h (1 +2) +€. 
2941. Vii+2r42ArgC0h (1 +41)+C. 


22. ¿VER — Arg Sh (27 + 1) + C, 
23. — ¿WIFE +3 Arg Sh2z + C. 


94. 2 -1+3ArgChzx +C. 


1 12 — 1 
25. -— Arg Ch ——— + C. 
2 vy5 


ResPUESTAS DEL $6 (pág. 302): 


9 
1. E VTZHR 4 q arc sen 2 + €. 


to 


¿VERAZ bx? + Sig aro son Za O, 


de 7 
3. 51 VAT EA Fale 
e : 1 r+2 
4. DD) VETA 4 are sen E +C. 
l SA 8 ON ri 
5. ¿(r-1) 1" — 21 — 8 Arg Ch 3 $ €, 


o 
top 


ix— 2) Vx — 4x1 — 2 Arg Ch E ¡CAR 
l VAR TA SL 1 1y+€ 
da PAN 2 ER E Sen E + €. 


Respuestas DEL $7 (pags. 306-307): 


1 
tl. xarc cos — —Arg Ch x +C. 


A 1 LA 
Z, Fe] renzo car | +C. 


pa 


Q 


let Al. 


3 


1 
Ser qe Liarecolas + Si + C. 


21m (224 1) — 2142 arcigr+C. 


ar 


G —=e?r(142r42)39€. 


"y 


10. 


13, 


14. 


1% 


19. 


21. 


22. 


23. 


. % 
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l -— 212) 0051 + 55 seu2r + C. 


r Le 
-( +— 2) acta yr - ——+C€, 
yz 


3 a cos 31 sen dr + < cos 3x + C. 


2 


DI+z) arc tg Vx — PE 


th 


z ag" 
q (1 + 132 ln DD 5 E A 
eE 1 3 
50 | senza tcza | + 


1 1 
y in (sec 7 + tgx) + qsecx-tg1 +0. 


1 
¿1 (cosec 21 + cotg 21) — 7 cosec 2z- cotg 2 FE. 


inzr—intr+ 1) 4C€. 


A 


— et (15 y 52d +4 2018 + 607% + 1202 + 1203 +. 


H 1 
a . 52 + — $ p a 
qt cos 2x > q en 2x4 C 


nr sen mI- cos nt — micos mí :* Sen Y 


a + C. 
7 e (sen 2x — 200522) + €. 

3 (Sh x- sen z — Chx-cosz) + €. 
(Ch x.cosx + Shzx-senx) + €. 


3 (Sh z-cos x + Chz-senx) + £. 


jr [8 (In 1)? — 4Inx+ 11 +C. 


Resrugsras me $8 (págs. 306-309): 


E 


1 
lara e 2. Hr 0740. 


[Car. 


X] 


SN 


a] 


9. 


10. 


12. 


14, 


he 
he 


23. 


30. 


32. 


34. 


RESPUESTAS $3 


1 A 

= lar?+ de 40. 
estr 0 

27 4 [, 


. _ A E 
(Víi—= 1% ptiVi 1; +2 ln (vt -- 


21 + int -cC. 
hi (Qx— tt) + €. 


2 ÓN 
y sen re O 
n 


21 + sen r + €. 


— ¿to lta+bcos o + O 


i 2 Í . o. 
yo Los? 21 — 6 cusi2r + 
¿ysecií+L 

1 . a 
— qa (1 + ¿coser 28 49 €. 


cogi cotg x + 1 +C. 


1 2 a 
cotgat r -+ 3 cotg? Y + cotgr 


5 


1 1 , 
are tg53% +€ 


1 2 
arc sen +C, 


Hi 1 . 
Zo >= 1 
¿are tez (a A+ 


ztare enn? 


as) 


11. 


+C. 


3l. 


33. 


a 


Lem tr eli 154 O, 


pa 


! , 
X + cos le +0 


1 
tgtr+d. 
+ 
j HE 
CC bía+btax) 
1 1 
z A ¿HE 
secs — 2c0s 51 — costa + €, 


! - ! a 
(os rr — coo rr O, 
S 3 


— 3 cotgd y + €. 


1 
arc sen 5 Y +C 
arctgaes + £(. > 


arc gr +€. 


arc sen > (1 +1)+C€C. 


A 
3 Lart tg 152 4.C. 


349 
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í 
38. — arcsen (cost )+ €. 
39. VETE y 3 arcón (21) 40. 
2 - 7 1 
40. —-=v6x — 91? + 3 — j arcseno (ár— 1) +C, 


9 9 


41. A y5 =)+e0 


42. arcsenz — Y1—23d4C. 
4. VEZ + Arg 0h (2341) 40= 


=Vab +1 so (+3 vaz) +0" 


4, <VIFER + args Y) + C= 


2 5 A KÁ 
=p a (Var V3w+ 524) +C". 


4, 348 arc tg a — qué 4 ln (a 1) +C€ 


46. 1x—vV1l— 2%arcsen x + C.. 


3 3 
3 A E 
47. Sb3zCh r 33 9h ta + gr +. 


48. s (sen z Ch z — cos x Sh 2) + C. 


RespursTas DEI, $ 9 (págs. 318-321): 


1 2-5 1 3 + c0s £ 
lo e A | nm  AAÁ———Á + 
e a qe 6 3=cost ' 
A L 
3. la ——+C€. + aq pie 
1 E 1 1 zfx +25 A 
a = 
5. 37 + In + C. 65 ¿in E ED +€ 
lx + 42 (zx — 95 
Pod o + € s. E pate 
$ bl 50 A, 
A — E 
1 (zx — 1919 1 (z — 39 (21) y 


X] 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


30. 


31. 


E 


+. 


+S. 


RESPUESTAS $9? 351 
1 1, 1-2 
ps 3 a 13 — 19 mor 
gin (x +1) [zx -— 78 4+C. 14. ai te 
t—9 2 +1 
¿+ 16. ETE +C. 
2-9 

24m PC 18. ¿m2 40. 
1 cala 2 +1 
A pa a a 20, — - pa 

2.1, (2 +4)5 1+2 

+ gin 3 + C 22, arma Fhar+u+ec 

zx 2 1 
pita ara to 
1 1 14 Vz 
Ines Dr hszr+t 25. ln ——— + 
4 ) get 1 — VI 
1, 1-2 e pd pa 
atb=aAlniz—a +blíec— OQ inla—b) + cla —bj ln (x —c) +C 
(b— a) te—b) la—c) ] 

a J b z—b 

Pao a En iS 
1 4 bo a+b r—a 

(a — by2 Pr “any pS 

a — 1 1 1 n+b2 
Pr CAER CON 58 a y E A FANS SSA 
lira,” e des E A e 
Mo EA 1 1, (ep 2? 
Mito e qu Eal C 
Eo pb ds era +4 ES 
O o 1, (lr 1) 1 1 
A o Ed 
l, 2—zx+!l , 2 r+2 
iran 3. -— a —£, 

És cb ln iz ni 40. e e LE 
tz NS ¿ao — 1 
meto a 

Voz rito A ao— 1) 
— E + O. 45. a arctegzr+ 0. 

2£ 2 r1+lo: a z 

1 l>—z 


1 
SES 


- 


ms Í 
tu 


00 


BL. 


62. 


63. 


A pa 
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A 1 ; 
zinful +adral+a3o] — ae gEz>C. 


ld aj? ll, dp 41 1 
la ———= zarctgr+C€. Y, —h : actu: O. 
e geral a rn e E 
3 A Ñ 37 $i— 3 
<= tn (21 — 31 +3) + arte —_—_— +. 
% 231 y 31 
, 375 Dr 
In (12 + 2x4 3) —-vw are tg= +0, 
2 yY2 

O , 
ió + ¿la id? lds—3arctar+C 
NS ES 2 £ 
S A 1% + arctlar LC, 4 + 5 F are gg E. 

lr—i J ne Esos ; 
Es 2n $7 += E de aro ta ros 

1 1 0% 1 A E : Los Cc 
A ad ve E LL eE h 

2 + 322 A: E 

— AAA RICA ] 

A ES 

] Il + V2x Lp lo Vie : 
—— e MA A A da + O, 
HV 2 la y re + | -— 72 
Í tr +1)” 1 1 
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Y dE, 
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INTEGRAJ.ES DEFINIDAS 


t. El PROBLEMA DEL AREA 


En geometría se estudian Jas fórmulas que permiten calcular las 
áreas de los poligonos. 

Recordemos los pasos que se siguen en ese estudio. Primero se 
determina el área de un rectángado per comparación con un cuadrado 
que se toma como amnidad y luego se demuestra que un paralelogramo 
es equivalente a un rectángulo de igual base y altura y que un teián- 
gulo es equivalente a un paralelogramo de igual base y altura nutad. 

En general se puede calcular el área de cualquier poligono des- 
componiéndolo en un número finita de Iriátugulos. 

Cuando hay que calcular el área del circulo se debe recurmr al 
concepto de fimite. Se mscriben y cireraiseribes en la circunferencia 


á 


A mo ma —Á 


rd 


A a ¿Y 


Fr. X1-1. 


poligonos regulares de » lados y se define el área del círculo como el 
limite común de las áreas de los poligonos insertptos y circunscriptos 
cuando el número a» tiende a infinito. 


AREA DE CONTONNOS CURVOS: Se trata ahora de definir el área de 
una figure con un contorno curvo cualquiera. Empezaremos por con- 
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siderar el recinto R limitado per la curva € que representa una fun- 
ción continua y = f(x3 definida en uu intervalo (e, $). el eje de las 
abscisas y Lis ordenadas extremas trazadas en los quintos 2.3. 10:20. 

Dividimos el intervalo íx. bi en 1 partes (iguales o desiguales? 
mediante los puntos Xi. To. .... Ta y Consideramos además £y = 0; 
X= bh. 

En cada uno de los intervalos parciales se eligen sendos puntos 3 
cualesquiera: 


y e - e. 
Lo S Er Sly Y] < A ES : 


3 < A En En < Xi 
y en los puntos E, se calcula el valor (3/2. El producto (2; — 2.) 3:) 
mide el área del rectángido de base 10, — dit y altura f(Z0. For- 
mando la suma de las áreas de todos Jos rectángulos análogos se tendrá 
un válor aproximado del area buscada: 


Aira Sn (LT 77 Lu) (31) ES ¡e XOfEn) Ea (Za E ia En) =_ 


Si existe el límite de esta suma cuando el número n de intervalos 
tiende a infinito y cada uno de los intervalos tiende a cero. ese nilmero 
es por defiruición el área «A del recinto: 

p “e 


CN, 


Y: 5 .. d 
ds A 


*b 
fixjdx- 
1 


donde la última notación se lee “integral definida entre a y b de efe 
de x diferencial x”. 


El simbolo / no es otra cosa que una trodificación de la letra S, 


inicial de suma y el diferencial x corresponde a (1, — 1-1) = Áx,. 
Aplicaremos esta definición a algunas funciones muy sencillas: 


Esrcxrios: 


1%) Si se trata de la función f(x) = A, cuya gráfica es una recta paralela al eje 
de las x, resulta: 


» Í, 


AS = > lx; A IG (E) == 


1 
A “ 
como É es un factor común se pe o 


puede sacar fuera de la some ' 
y resulta: Fi. X1-2. 
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Anproz. =h > os Xi.1) 
11 


Como esta expresión es independiente de n su limite para n-> 00 será el 


=D) —1 +22 21,1%... $ YX A Za) = 


= kx, — Xx) =(b — a). 


mismo valor: 
» 
ÁA= / kdx =K(b — a). 
1 A 


Dividamos este intervalo en n partes 


2) Sea y = x definida en el intervalo (0, 1). 
iguales mediante los puntos: 


n 
Ty = > zi 
p 
Adoptemos como valor E; el punto . 
¿ 
x, con lo que resulta f(%,) = E¡= 
n 
y por ser (1, — Y) =-+ se tiene 
n 
” 
a > ( ENS 
Ai 1; IS 
1 
”n » 
11 1 
= —-. on é¿ 
nao on 
131 1-1 
E 
e Z o 
Fic. X1-3, a 
La expresión entre paréntesis es una proprosión aritivébica de tazón 1, Ryem 
plazánrdola por su suma resulta: 
E, 7 2: 
de E 1 Pa 
? á 
Y el limite de esta expresión es 
EA ie. E ] 1 
Au j dio ian A E a 
nor 2 ”? > 
a p 
que el área del triángolo rertangudo 


isúsceles de catetos unida es igual a 
: ha 


Sea y = 12 en el mismo intervalo y 


3e) 
ejcnpla anterior. Resulta 
d 1] 
- a O ss 
ads S de E E TL O 
¿ t 
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Frio. XI-4. 


La expresión entre paréntesis es la sama S, de los cuadrados de los 1 primeros 
números naturales; se puede expresar eu fotmna cerrada como se ha visto en la 


pógina 14 mediante la fórmula S, = Ent + 1)(2n + 1). Resulta entonces: 


sae A | ed ] 
Aprox. al CU ar f En 2 + = 


xk 


Pasando al límite, cuando n-—>% es 


OBSERVACIONES: 


1. De haber tenido que determinar las áreas por este procedimiento, 
las posibilidades del cálculo integral hubieran sido muv escasas 
pues aún para funciones simples, e] cálculo de las sumas que apa- 
recen en la definición son muy difíciles o imposibles. Veremos 
más adelante como el concepto de integral se vincula con el de 
derivada. permitiendo obtener las áreas en forma sencilla. 


:. Bemos definido el área del ¿eciito A como el Jimite de una sim: 
¿Existirá siempre ese linúie? Para el caso de las funciones cnn. 
tínuns en sm intervalo cerrado. que son las que hemos conside. 
rada en este párrafo. da contestación es afirmativa. coro se puede 
ver en el fascieido de “Complementos teóricos” que integra esta 


edición. 
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2. DEFINICION GENERAL PE INTEGRAL DEFINIDA 

Acabamos de definir el área de un recinto R limitado por una 
curva €, diagrama de una función continua y = f(x), como limite 
de una suma. 

+ Consideremos ahora una función y = fix) acotada, continua O no, 
definida en un intervalo (a. b). Dividimos este intervalo en n par- 
tes. iguales Y desiguales, mediante los puntos Xy = 4, Ep, La ..., 
lan Ya =b y en cada uno de ellos consideramos un valor É, con 
tii < 3 < 2; Formamos los productos f(£;) (1; — £;-1) y hacemos 
la suma correspondiente a los n intervalos. Calculamos ahora el 
límite de esta suma cuando el número de intervalos tiende a e (y 
cada umo de los intervalos tiende a cero). Si este limite existe y es 
4 finito, es por definición la integral de- 

finida de fíx) en el intervalo (a, b): 


” 


ff ftode= lim 


¿= 


Sd ade 
| 


G Go E - En particular si f(x) es conti 

Ei. XIs. — nua esta definición coincide con la 

definición de área dada anteriormente. 

Si fín) tiene como en la figura un número finito de discontinuidades 

finitas en Cy. Ce, ..., Ch. puede considerarse como el área del contorno 
limitado por la linea gruesa de la figura (?). 

Conviene señalar que la integral definida es un algoritmo mate- 
mático que puede aplicarse a distintas cuestiones concretas recibiendo 
entonces interpretaciones diversas: áreas, volúmenes, momentos, tra- 
bajos, etc., tal como veremos en los capitulos XI! y XII 


PROPIEDADES (DE. LAS INTEGRALES DaFINIDAS: Para completar la 
definición de integral definida agregaremos las dos siguientes, per- 
fectamente acordes con la definición general: 


1») fro dr =0. 
2 fin a=- fio de 


Si consideramos en el intervalo (a, c) un punto interior b tal que 
| ab + bo = ac 
resulta de acuerdo a la definición general: 


10 (1) Mis edelamte extonderezos ls noción de mtegral al caso de disconti- 
nn infímites y de intervalos de integración infinitos. 
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y por 29) la relación vale aún cuando + 9% 
sea exterior al intervalo te 0), : 
Sila función fí1) es negativa evi | 
ws imtervalo como el (hb. 0% de la fi- | 
gura. correspondientemente la integral 
resulta negativa de acuerdo + la defin:- 
ción. Si se trata de una función con- 
tinua se puede considerar que el área 
limitada por la curva y el eje de las 
abscisas es negativa. Elo. XT6. 


ES Z o Sd 


3. TEOREMA DE LA MEDIA 


Hemos supuesto que la función fíx) es acotada. es decir que se 
verifica 


Por consiguiente será 


” rm n” 
m » de e > iS EA > (Li — Xi) 
Y -1 : i r=1 


a sea 
n 
mba ) PEA IMib+=a) 
v haciendo tender n a 00, si el límite de la sumatoria existe y es 
finita, resulta 


>, 
m(b=a)< | fix do< MO a). 
5% 


e 


Fs decir, que existe un va- 
lor Pocomprendido entren y Y 
hal oque 


tío d= (am 


Restlta. entonces. el teorena 
de la imedia: 


La integral definida de una Fic. XI-7. 
función acotada cuyos valores están 
comprendidos entre m y M es igual a la amplitud del intervalo de 
integración multiplicado por un valor comprendido entre m y M. 


Si la función f(x) es continua, entonces por lo menos en un 
pueto 3 del intervalo [e Pl, la fonción tomará el vor y y en este 


- 
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o caso se podrá escribir 


f a) de = (5 — a)i(E). 


La integral definida de una fun- 
ción cortina es igual al intervalo 
de integración multiplicado por el 
valor que toma la función en un 

T cierto punto intermedio. 


Fsc. X1-8. — El valor medio Se llama valor medio de una 
es le altura de un rectángulo función f(x) en un intervalo (a, b) 


de base (b — 2) y área igual al valor u definido por la relación 
a la del recinto R. 


1 » 
E O dx. 
4. INTEGRACION GRAFICA 

La integración gráfica constituye una manera rápida de calcular 
aproximadamente el área de un recinto R limitado por una curva C, 
1magen de una función y = fíx). 

Ántes de estudiar el caso general consideraremos un caso par- 
ticular: el de la función f(xi = /. siendo A un valor constante. lo 
cual significa que la curva ( será un segmento de recta AB paralela 
al eje de las abscisas en un intervalo ía. b). 

Designemos con P (po- 
lo) al punto de coordenadas 
(— 1,0) y sea K la provección. 
de AB sobre el eje de las y. 


Ss 
m 


3 


J 
E : 
za Queda asi determinado el seg- 
, ES mento PK, al cual se le tra- 
ERE za por a una paralela aR, has- 
t . 2, 
E ta la intersección con la recta 
E Ú US 
e z j ase 
y 
q 2 NI Demostraremos que el seg- 
Fro. XL0. mento Ab tiene como medida 


el área del rectángulo aARb, 
considerando que todos los segmentos se han medido tomando como 
unidad el segmento PO == 1. 
De la construcción gráfica surge que los triángulos rectángulos 
PKO y aRb som semejantes y por consiguiente sus lados homólogos 
son praporcionales: 


A 
RO Ri y dado que PO == 1. resulia 


Rb=XKO.ab = kíb— ar = área del rectángulo aABb. 
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En otros términos, el segmento Rh tiene la misma reedida que la 
integral definida 
f k dx. 
» 0 


En el caso de una función “casi-constante” o “escalera” que se 
caracteriza por tomar en intervalos sucesivos (a, Bb), (b,0),te.d), ... 
valures constantes Aj, kz, kg. .... no habrá más que aplicar polteradas 
mente el procedimiento. 

En la figura se han trazado 4 “peldaños”, el tercero de los cuales 
tiene ordenada negativa. 


Y, 


AE 
Y! 
E 
y ] 
: 
; A 
; 
: ; Ke ] 
1 1 
' : 
E J ( 
4 ! Ñ ; 
: ; Das — + Y 
A 
k; 
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Li tinoa ABODE que representa el árca de la Tunción Cescalera” 
peraite deleroosar cualquier área corresponiliente a abstisas cota 
prendidas entre a y e. Asteloseemento CO da el área correspondiente 
alos 2 primeros Cpeldaras” y cudquiera seacro delo amtervalo 
la ordenada correspondiente deternina el área limitada por la función 
“escalera” y las abscisas e yo e Más general aún. cebo area determn- 
ceda peor la función. csmprendida entro des alicia do Y e sd 
dada por la diferescia de das ordenadas correspondientes de ta 
cra ICE : 

a Prdos estos valores correspenden a un nidad igual a 02. Deo 
roma aliados distintos eno das ejes de las aliscisas y ordenadas 111. 11 
voen da distarsa polar e habrá que considerar como mádealdo de Ja 
cava LABORES odo alos in trio dado o se es tr a tido 
niuonértesa Y grafica. Mio Sapeskx. pág. 264, 

Finalmente sto se trata de una unción contara debierida eo un 
intervalo de gro se determina dema inción Cescaler o de roda tal 
que elo ótea encerrada por ambas larcianes sea apresumad aonende 
eguivalente, Para ello se ntilraan das ordermadeos comresporidien tes OS 
máximos. minimos. extremos eto 
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Se construye entonces la poligonal cuyas ordenadas dan aprori- 
madamente el area. 

Los puntos b, d, f se eligen de modo que se compensen las áreas 
coñsprendidas entre la función dada y la función “escalera”. 

En los puntos de abscisas a, e, e, g (que hemos señalado con 
un circulito), coinciden los valores de las áreas de la función con- 
tinua y la función escalera” y por consiguiente la curva buscada 
debe pasar exactamente por esos puntos. Trazando entonces una 
curva que resulte tangente, en los puntos señalados con un circulito, 
a la poligonal determinada para la función “escalera”, se tendrá una 
curva continua cuvas ordenadas medirán con bastante aproximación 
las áreas encerradas por la curva y el ete de las abscisas. 


A 


Fic. X1-11. 
Ertcrcicn: 
Dibuje la curva rorrespondiente a la función y == senx +2 en el intervalo 
(0. 22), Calcule gráficamente cl área determinada por esta curva y el eje 
de las x=. Compare el resultado con el valor exacto 4, 
INTEGRAL DEFINIDA CON EXTREMO SUPERIOR VARIABLE. RELACIO- 
NES ENTRE LA GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN Y La BE SU INTEGRAL: Dada 
Y una función f(x) podemos 
calcular en un intervalo 
(a, b), el valor de la integral 
definida correspondiente. 
Si consideramos el ex- 
tremo e fijo y el extremo su- 
z perior variable, los valores 
correspondientes 


Pro. XID-32. 


US dx 


a 
e 
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defiuráa una función Fix). ¿Podrá establecerse una relación entre 
la función fix) y F(xi? La respuesta afirmativa es la que propor- 
cronate dos teoremas fundamentales del cálculo integral. 


5. FTROREMAS FUNDAMENTALES 
e y 
Il. La derivada de la función Fix) =: j HKx) dx siendo fix) 
.. € 
una función continua, es fix). 
En lugar de determinar la derivada de F(x) mediante la pesn- 


diente de la curva. correspondiente, la aplicación directa de la defi- 
sición de derivada, resolverá la cuestión: 


Lay = lim A at PE A 
0 h : 
A y > Ne. 
/ fuetalr j herdz y 
Lt ar E 4 
= hm O E 9! 
0 ti A 
de E 
/ . finde 0 » cr o 
e a Fic. XI-13, 


e 
De acuerdo al teoreina de la media resulta 


zen 


/ fa: dio dee ch — E) 


com << dh Por consiguiente es 
TL ; 
Fx) = Lim 443) = lim fi) =fí). 
A>0 R=0 
11. La función F(x) difiere de una primitiva (2) cualquiera 
P(x) de f(x) en una constante. 
De acuerdo al teorema anterior > 
es: Fx) = (1). | 


De acuerdo a la definición de 
primitiva es: P'(x) = f(x). 


Fa = P*(x). 


Dos funciones que tienen igual derivada (pág. 273) difieren en 
una constante: 


FID =P(x) +C. OS [1] 


_ (1) Recardemos que hemos definido (pág. 273) como función primitiva de f(1) 


8 una función P(x) que verifica la relación P"(x) =f(x). 
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Conocida una primitiva cualquiera de f(x), se conoce la integral 
f "f(x) dx a menos de una constante. 


TI. Determinación de la constante. Regla de Barrow. Hacien- 
do x = «a en [1] resulta: 


Fla) =P(aA +€ 
y como F(a) = Pro dx = 0 se obtiene 


C =-— Pla), 
llegando finalmente a la fórmula fundamental 


1) 


F(x) = Pro dx = Píx) — Pla). 


Determinada una primitiva cualquiera de f(x), la integral de 
f(x) entre a y x es igual a la diferencia de valores que toma esa 
primitiva entre x y a. 

En particular si el extremo superior es bh resulta la regla 
de Barrow: 


mo » 
Uta de =P(b) Pray =[ Pla) | (27 
. a. Ml 4 
indicando simbólicamente con la ltima expresión la diferencia 
Pb) — Pla). 


8, CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS 


Con la fórmula [2] queda totalmente resuelto el cálculo de Jas 
integrales definidas y como caso particular, el cálculo de áreas. 
EJEMPLOS: 

1% Sea calcular 


Ml dz, 


no 4 


ei y Lo. 
Como una prmainitiva de 2% es 3 ai resulta 


a. 


pen t a $ 1 
pe 2d = ro 7 A A 
; j 1 ar E ñ zo al 


ib 


val -=u 


Y56. XI-14 


Interpretada geométricamente, esta imegral definida representa el área ravadea 

en la figura. Como el rectángulo de vértices — a, A, A. a tiene como órea 

24.24. resulta que el área del sector parabólico AA es igual a 
SE 4 y 

Za — qe ¿4% resultado va conocido por ÁrqUÍMEDyS quen expresó que 


todo segroenta de parábola equivale a los > del triángulo de igual base y 


XI 


2») 


4%, 


CALCULO DE AREAS 367 


Hemos visto (pág. 300) que la imegral indefinida correspoudigrde se pode 
calcular haqiendo la sustitución z<=rsent con lo que se llegobs a una 
primitiva: $ 


1 
Pu) =30 (1 + sento cos 1) 194 


o pasando a la variable z: 


( , J. Ai 
Pin = gs” are sen E 
E 


Acotando esta expresión entre f y r se tiene 


altura”. En nuestro caso el triángulo A'OA tiene base 2a y altura a? y por 
ello área el. 
37 
Calcular A= sen r dr. 
LS 8 
Puesto que una primitiva de senz es —c«cosz resulta 
27 ] 
A=| — cos| = — cos 21 — (— cos 0) = —1 +10, 
o 
Interpretado como área este re- Y 
sultado nos dice que el recinto 
limitado por la sinusoide y el 
eje de las abscisas en el inter- 
valo (0, 21) tiene área nula. es 
Esto ocurre porque el área es 
igual a 2 en el intervalo (0, nx) 
e igual a — 2 en (rx, 21). (Ve- GAN 
rifique el lector estos resulta- SL ACORDE Y 
dos). Si se trata de conocer el KR 
área con prescindencia del sig- Año ed 
no resulta que el área limitada | Fo. XI15 Us e INTO 
por la sinusoide en una oscila- : cs ON ld Yx y 
Y ción completa es 4. Í uy dls Le A 
e ; Laos Z ¿1 =>; 
3%) Calcular | laxdx A >». Ldx => 
Puesto que una primitiva do laz es eS : A 
z x(luax— 1). como yá hemos visto al ir hnca je 
estudiar integración por partes, resulia”" " N,_ 2% ' 
Po o EN q z 
/ (nx )tz= zílnx— 1) = 
O Lo i 
FrG. XP-16. =e( ne) 1((n1 —-fi1 
Geométricamente este resultado significa que el área limitada por Ja cura 
logaritmica. el eje de las x y la ordenada correspondiente a re vs igual 
al área de un cuadrado de lado 1. 
Ed 22 Ems 
Sea calcular A= / Vr — dr. 
4 


VAN 


5%) 
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Resulta más cóniodo evitar el paso de la variable £ au la varmble z puesto 


E , 1 
que si es 1 rsent, para x= 0 debe ser + =0 y para x= r debe ser 1 = 351. 


Reenplazando en [1] se tiene: 


>> 
A= | l + sen t- cost 
» 


-/ 


: NÓ á ( 
ES qa [5 + Sen 1 cos: 1 — 0 — senO0-» cos 0 (= 


2 


Esta integral definida representa geométricamente la cuarta parte del circulo 


de centro en el origen y radio r. 


Calcula el área limitada por las parábolas de eje horizontal 


y” = 8(1 + 2), 


2328 — 1. f1] 


Por razones de simetría es suficiente calcular el área correspondiente al 
semiplano superior y >0 y multiplicar el resultado por 2. 


Fr. XI-18, 


Igualando los segundos miembros 
de los expresiones [1] se ve que 
las parábolas se encuentran en 
z=6. Habrá que calcular en- 
tonces el área A' limitada por la 
primera de las parabolas para x 
variando entre —2 y 6 y el 
área A” limitada por la segunda 
de las parábolas para zx comipren- 
dildo entre 6 y 3: 


A +A = F vB + 2 dr+ 
e ; 


+ fVaE=5 ds. 
. 6 


Puesto que las integrales 
tadefinidas son 


3 3 
Name =Y536 +34 05 [VET D A = VEZ O 940 


resulía 


y el área es el doble: 2. 


8%) 


ÉEjEacIicios: 


1. 


1, — 2), L2, t). 


CALCULO DE AREAS 369 
6”) Determinar el área limitada por la parábola 
Pa pa E y 
Y a e de las ordenadas, , 
En este Caso es x función de y y puesto que 


la parábola curta al eje de las ordenadas eu 
los puntos O y 1, resultara: 


a E 
ATT Ñ ] ze | ao pun 1 1 


7 7 
Pr. XME1fS, 


Determinar el area encerrada por la paratola 


y=isiroa? 
y la cuerda que une los puntos 3 
f 
1 


Según los datos del problema la ecua- 
ción de lo cuerda es y=z—i1i En 
lugar de calcular el área como diferen- 
cia de las integrales definidas: 


AA 77 
J aan dr fo a Vidz. 
-1 « -1 


es mejor restar las ordenadas de las 2 curvas [en este caso la parábola y la 
recta) e integrar; 


a=f Chad ar + 30 30] a 
7 1 


Lio. Xx1-20. 


19/— 


Calcular el área comprendida entre las Y 
parábolas 


ye =2x, a = 2y, 


Las parábolas se cortan en 1=0,r1=2 
y el área será, considerando corno en el 
ejemplo anterior las diferencias de orde- £ 
nadas 


a= f"(vi-3u)a- 
o 2 


Natal at 


Determinar el área limitada por la recta 
y=zz+1, Fic. XI-21. 


310 INTEGRALES DEFINIDAS [Car. 


el eje de las z y las ordenadas x=1, x= 3. 
R: $. 
2. Determinar el área del triángulo limitado por la recta y =x +2, el eje 
de las z y la vertical x= 3. 
R: 12,5. 


3. Determinar el área del trapecio hmitado por la recta y =u+22 y las 
ortlenadas de abscisa 10, x= 4. 


R: 16, 


4. Determinar el área encerrada por la curva 


y=2- 22 
y la recta 
y=1. 
A 
R: 3 


5. Verificar que la curva 


dy =x4 (1 +2) 


Ñ : 1 
inuta con el eje y, el área =- 


3 
6. Verificar que la parábola 


2y = [rx — Dx — 3) 


Pio. XL9D. limita con el eje x, el área 


AS 


7. Dirterminar el segmento parabúlico de la curva 


A al 


tutessectada por la recta 


3. Calcular el área eucerrada por la parábola g 


FZ D SAT dee E 
Vit—rVv)y= va Ó q 
y los ejos coordenados. - Fic. XP23 


(Téngase en cuenta que esta parúbola:es tangente a los cies en los puntos 
y : PE ; 
(a, 0); (M8) y que es y =[Va— W2J2. 


] 
R: —-al. 
5? 


Xx 


10. 


it. 


12. 


13. 
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Determinar el área limitada por la curva, el eje de las abscisas y las orde- 
nadas en los puntos indicados en los siguientes casos: 


a) yr= ww, TALIZ=S R: 152,25. 
br=zr—i+tí 123=0x3=1l R: >> 
)y= se =1 =2 an 
d)yr=1+ > TL DSZ 3 , 
» 3 

Doyii=2 +4, A, 1 R: 3 
el xr=1; =1, 1=3. BR: ln 3. 

1 1 
f) NS => Pi R: ax 

1 1 1 
8) E PE. z=0, O R: 73. 


Calcular el área encerrada por las curvas 


23iyzit: yy 


Calcular el área encerrada por las curvas 
y=3x—x-—3,; rz20+4i+?. 
45 
R: —- 
2 


Determinar el área encerrada por los siguientes Í, 
pares de curvas Sen 


Determinar el área encerrada por el eje z y la 
curva [una onda simple) 


y =sen2x. Fi. XAL254 
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14. Determinar el área limitada por una onda de la curva 


y Z cas f£ 


nd 


y el eje de las abscisas, 
R: + 
15. —Detecininar el área linutada por cl eje x, cada una de las siguientes curvas 


trigonométricas y las 2 ordenadas que corresponden a una distancia igual a un 
periodo de la curva 


a) y macaér R: Za, 
a 3 

hb) yo cost 3 y, Ros 
f 

() inca gr. R$ 

d) y —=c0827 + 005 1. B. 343. 
2 

e) y =sen 3 E KR: £, 


(En todos los casos tomese la suma de los valores absolutos de las áreas par- 
ciales que resnitan de Jas intersecciones de la curva y el eje xr. Trácese en 
Y y cada caso la gráfica correspondiente.) 


15. Verificar que el área de la clipse de serniejes 
a y b es igual al producto xab, 
¡Procédase como en el ejemplo 4% de la 
pág. 367). 
—— e Y 17. Calcular el área limitada por la hiperbola 


rn—y=4 y la recta x= 4 


Fic. X1I-25. R: 843 — In(2 4 v3)+ 
18. Hallar la expresión general del área limitada por la hipérbola equilátera 
ny e, 


el eje r y una recta que une el origen con un punto cualquiera de la curva 
(sector hiperbólico). 


1 rI+y_i 
R: ¿2 la => 


at Arg Ch Í- 


19. Sean A y 8 dos puntos de la hipérbola equiláteca 


xy =K. 


xi] 


22. 


pda 


24. 


25. 
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Demostrar que el área limitada por el arco AB, las ordenadas de A y de B 
y el eje y es igual al area limiteda por 44, las abscisas de 4 y de B y el 


eje y. 
Determinar el área limitada por lá hiperbola 
bbloeayry=ab 
el eje x y la ordenada en un punto cualquiera. Aplíquesé al caso de la 


kipérhola equilátera [a = hb) y obsérvese su relación con el área del sector 
hiperbólico (e3. 18). 


o 


t EL YAA 1 z 
R. 31y - 532 in (5+ ¿JoY — 30 Arg Ch => 


Determinar el área comprendida entre el eje x la curva 
y et 

y las ordenadas de z= 0, x=2 

Verifique el resultado abservarda que es yy = 2 Sh r. 

Riel 2 o 


Dada la catenaria 


determinar el área limitada por la curva, el eje r y las verticales x=, 


1= -—4 
Verifique el resultado partiendo de la ecuación de la catenaria y = a Ch. 
R: le — e). 
Determinar el área encerrada por la curva 

r=xe, 
el eje x y la recta x= 2. 
R:1+4+eé 
Determinar el área limitada por la curva 

y = r(In x)? 


el eje r y las ordenadas de z1=1, r—e. 
£ Ñ 

R: ze —=1). 

Calcular en qué relación, las siguientes curvas, dividen al cuadrado con vértice 

en el origen y en los puntos (0, 1); (1, 0): (1, 1): 

a rr. R: 3. 


b) y3= n. A: S 
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27, 


29. 


30. 


34. 


re 


da 


INTEGRALES DEFINIDAS 
3 ba 2 
A . E 
1 An —In4 
d r= Baz | R: ls 


Determinar el área limitada por la curva 
z drzrn+i 


y las rectas z=1l, y=1, x =%. 
3 
R: 7 
Calcular el área encerrada por un folio de la curva 


41? = x2(4 — 1). 


128 
R: 7 


Determinar el área encerrada por la curva 


y = 12(12 — 1) 
y la recta x= 2, 


R: 243. 


Determinar el área encerrada por la curva 


r=alx —1) 
y la recta 1 =3. 


R: pa E 
15 


Determinar el área encerrada por un folio de la curva 


Yi rí(1 — 1)? 
8 


Era 


[Car. 


Determinar el área encerrada en el primer cuadrante por cada una de las 


siguientes curvas, el eje y y la primera intersección con el eje 7. 


1 : 
a) + 2r4+r2=4, Ri 3 005 13% 
b) y=e” sen x, Ri ( + e). 
do r=(1-D O $ a 
i 5 
d) y =c0s (r — 1). R: 1 +sent. 


YALOR MEDIO Y VALOR EFICAZ DE UNA FUNCION 


Vanor MeDIO: Cuando se tiene una sucesión de valores 


Vi. Farro. Yea- 


hs e 


— 
mp 
tás 


XI] VALOR MEDIO Y VALOR EFICAZ 


se llama valor medio o promedio al número 


ATYT+>.- TY 


n 


En el caso de una variable continua y(x) en un intervalo (a, b), 
se llama valor medio, como ya hemos visto, al número u definido por 


la relación 
Í ¿nl , 
.=+2:) fixj dx. 


EJEMPLOS: 


1%) El valor medio de la función 
y =sen x 


T 


240 2 aja 
es n=-=/ sen dI=- - cos x]) ies 
« , 


2 


en el intervalo O. Sa 


2%) El valor medio de la función 


en el intervalo (tf. ej es 
“e of 
n= — ] lnz dr = ——Arlra 
£— E 2 e — 1 
3*) Los valores medios de todas las funciones 
r= A sen zx 


an el intervalo (0. 20) som nulos cualesquiera sean las amplitudos 1 


y fr Á 2 
En efecto, 57 / A senzdr==-|—oosr] 0 
2%, Za Ñ 


La anulación de los valnres medios se debe a la compeasación de las áreas 
positivas y negativas de estas sinusoides en un periodo completo. 


VaLor EFICAZ: Para caracterizar imejor funciones diferentes que 
tienen valores medios ignales introducimos el concepto de valor eficaz 


de uso muy frecuente en la técnica. 
Dada la función y = f(x). calcularemos el valor medio del ria- 


drado de fíxi en el intervalo (a. hb): 


1 A 
4  — PCEPAZ: 
ba) , 
Este valor es esencialmente positivo y no puede suceder, camo 
en el caso del valor medio. que se anule por compensación de áreas 
A la raiz cuadrada de este número se le Hama vdor eficaz de 


la función y = fíxd en el intervalo (a. ho. 
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loratecios: 


1%) Valor eficaz de la función 


y=uzr 
en el intervalo (0, 2x). 
mr , 15 107 
Puesto que es ll sutzdr= 3 | Sen I+>COos 1 =x 
5 Y u 1 lo 
resulta 


2*) Valor eficaz de la función 


en el intervalo (0, 2%). 


1 
Resulta a= 5 YA 0,707 A. 


3%) Valor eficaz de la función 


1 
[=1,cos 27 | ay 


en el intervalo (0, 7). 


Resulta sg = ¿VEL 


4") Aplicación fésica: Consideremos una corriente akternada cuya intensidad está 
dada por la expresión [1], siendo f, la amplitud y T el periodo. 
Si esta corriente alterneda pasa por un instrumento de hilo caliente, la can- 
tidad de calor que desarrolla en un periodo 7, es, de acuerdo a la ley de Joule: 


Tr r t T[2xat 214  Zni]? 1 
PR di = BR 2 — = A, a e. — - 2 
f z al cos? 27 de = BR + sen cos Fl, ¿HRT, 


llamando R a la resistencia óhmica del instrumento, 
Ahora bien, una corriente continuz de intensidad 1* desarrolla en el mismo 
aparato, en el intervalo T, la cantidad de calor 


r 
f T*SR de = PLRT. 
o 


Igualendo los valores hallados; se tiene 
1 
PPRT = 3 TRT 
y resulta 
1 
l*= ¿VÍ ly 0,307 1,, 


que es precisamente el valar hallado en el ejemplo 3?) para el valor oficaz 
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de £. Por eso se designa habitualmente a J/* como valor eficaz [,¿, de la 
intensidad de la corriente alternada /. 


También se considera la tensión eficaz E, de una corriente alternada cuya 


Lo E ¿ A E ze 
tensión E es E, cos 25 y resulta igual a 0,707 É,. 


8. INTEGRACION NUMERICA APROXIMADA 


Cuando no se conoce la primitiva de una función subintegral no 
se puede aplicar la fórmula de Barrow y se recurre entonces a pro- 
cedimientos aproximados. Ya hemos vista como se procede grafi- 
camente, 

Ahora consideraremos otros procedimientos ruméricos que per- 
mitirán calcular las integrales definidas 


l "fia de. (1] ó 


donde fíx) es una función dada 
o bien por su expresión anali- 
tica o por una tabla de valores | To 
equidistantes corespondientes a 
los valores x que resultan de di- Y 
a : SA Ja HH de 
vidir el intervalo de integración 0 


» 1 
(a, bj en n partes iguales. | 0: po 
, = TI 
17) FórmuLa DE Los TRa- / Elo Y Ll Ly Lg 


PeEcIOS: Enterpretada la integral Frio. X1-26. 
definida [1] como el área de la 

superficie limitada por la curva y = f(x), el eje de las abscisas y las 
ordenadas corespondientes a 1=a, r= b, podemos considerar esa 
superficie como la suma de las superficies aAyAjt1; 11 Aj Ana; ...; 
de la figura. 

A su vez el área de cada una de esas superficies parciales puede 
considerarse aproximadamente igual al área del trapecio que tiene 
los mismos vértices. Como el área de un trapecio es igual a la semi- 
suma de las medidas de las bases por la medida de la altura, resulta, 
b=a 

7 : 


l 
l 
l 
1 
l 
t 
I 
1 
( 
l 
l 


llamando Ah al valor común de esa altura 


Area (2404113) — Lio + yk 


Area (1: Arda) — 501 + y3)h 


Area (Za14n180b) = Fla + ya)h 
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Sumando resulta la fórmula de los trapecios: 
frio dz 5 Ayo ss o 
1 »-—1 
= A ¿E+ Fri]. 
4 1 


donde E = yo + y., designa la suma de las ordenadas extremas y la 
sumatoria gue aparece corresponde a todas las ordenadas desde la se- 
gunda a la penúltima. 


Exrmepio: Sea calcular 


| 
Lea 24 1% 


La Junción subintegral carece de primitiva expresable mediante funciones 
elementeles, Aplicaremos la fórmula de los trapecios dividiendo el intervalo (0, 1) 
en 10 partes iguales, con lo cual resultará Á= 0,1. 


xi fix) 
| La suma de las ordenadas extremas es E = 0,707 + 0,577 = 
Q 10.707 = 1,284 y la suma de las 9 ordenadas interiores es igual 
0,1 [0,706 a 6,056. 
02 | 0,705 
0.3 ' 0,702 La fórmula de dos trapecios da entonces: 
0.+ ; 0,696 
0.5 1 0.686 pe dx 1.284 
; == + 04 12 056 | = 0.670. 
O Epa a (5 + 0058 
Pes 5 Más adelante (Cap. XV), calcularemos este misinmo ejem- 
1 0.577 plo utilizando un desarrollo en serie de potencias, 


] » 

En la fórmula de los trapectos se ha sustituido la curva por una 
poligonal inscripta. Mejor aproximación (fórmula de Simpson) se 
obtiene reemplazando cada arco de la curva dada correspondiente 
a 3 valores % 1. X;. %i.2 por un arco de paráhola. 


22% FórmuLa DE Simpson: Ántes de hallar la expresión general 
de la fórmula. determinemos el área comprendida entre Oz. la pará- 
bola de eje vertical que pasa por tres puntos dados: An, 4, As 
(Mg. 275 y las ordenadas extremas. Supondremos que Jos puntas Ay. 
Aj. 4. tienen abscisas equidistantes: 


Y EN ER == h 
y consideremos que el eje de las ordenadas pasa por el punto inter- 
medjo 4. : 


La parábola de eje vertical bene por ecuación 


y=arr+br+ce 
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y debiendo pasar por Ao, As, Az deberán ser satisfechas las rela- 
ciones: 
| Yo = al— H?*+b(— hh) +<. 
Y1 = C. | 121 
| Y =a(+ HH DA HA <. 
El área buscada es: 


«h , q ad +4 2 P 
f (art bx + 0) de [a + + cx], = ah? + 2 ch. [3] 
-h v 


ñ 


Si formamos la expresión hr + 4 y, + ya), obtenemos de 


acuerdo a las relaciones [2]: 


1 
= E hate — bh c+ 4e +ab? tb bh ce) = 
- 2 hi2alé + 60) = = ah? + 2ch, 
gq que es el valor antes obtenido en (3]. 
Luego queda demostrada la relación exac- 


ta, en el caso que y seá.una parábola 
Fic. X1-27. vertical: 


AS 1 o 
/ : y dí =- E Yo + Ay, + ya). 4) 


Asi cumo el conocimiento de las 2 ordenadas extrenias exa sufi- 
cierite para hallar el área que limita el segmento de recta (caso del 
trapecio), el conoconiento de 3 ordenadas equidistantes es suficiente 
para «Jeterminar el área limitada por un arco de parábola cuadrática. 

Para deducir la fórmula de Simpson consideremos ahora nueva- 
mente la figura 26, suponiesido que n es par. Cada 3 puntos conse- 
cultivos queda determinada una parábola vertical que se aproxima 
ala curva y = f(x) en el intervalo correspondiente. El ¿rea de la 
cuvvo es aproximadamente igual al de la parábola y el de ósla está 
dado por la fórmula [4]. 


Área del primer sector = z hlro + Ayub 


1 
Arca del segundo sector == 3h Ya Edy + ya). 
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A 
Arca del 3 n- simo sector =* GUY O E 
Sumando todas estas igualdades resulta: 
? 1 Y , ” s > 
Area — E ME = 41 92Py. 


donde E significa como antes la suma de las ordenadas extremas 


Ye € Yu; 7 la suma de las ordenadas de indico impar (Y). ya. ...) 
y Pla suma de las ordenadas de índice par (Ye, Ys, ...). 


Para aplicar la frmada de Simipsom al caso de la integral 


15 
nzxdr 
+» 


podemos disponer el cálculo en la siguiente forma. utilizando vna tabla de loga- 
ritmos naturales de 5 decimales: 


SA 


> TI 


Ten 0.69315 
113 1.005%1 
23 1.38629 
»/5 1.6005) 
416 1.79176 
a 1.04501 
218 2.0784 
39 2,10722 
ca H 10 2,30259 
1 
0 
18 
Por consiguiente es f la z dr — 13,6385. 
: 2 


Error EN La FÓRMULA DE SIMPSON: Se demuestra (*) que el 
error cometido en la determinación aproximada de una integral defi- 
nida mediante la fórmula de Simpson es inferior a 


(2) Ver por ejemplo, M. Sanosuy, Cálculo numérico y gráfico, pág. 242, 
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det 
ETS — a) M, 


siendo (b—e«) la longitud del intervalo de integración y MH una 
cota superior de la derivada cuarta f'"(x) en (a. b). 


En el ejemplo que hemos considerado, por ser fix! = lu.e, cesulta Pf Mix) q 
Y 


cuyo valor absoluto, es siempre inferior a 6:2% 0,375. Entonces designando 
con + el ecvor de la formula de Simpson, resulta: 


O 
a EA _ - 
e < 50 (10 — 2)0,375 < 0,017. 


En este caso es fácil verificar que la aproximación obtenida es mucho mayot 
porque la primvtiva de y=inx es x(Inzx-— 1) y se puede ver que el valor 
obtenido 13,6383 difiere del exacto 136395 en 0,001. 

De acuerdo a la expresión del errcr resulta que todo polinomio 
de 2? o 3": grado es integvable exactamente mediante la fórmula de 
Simpson. 


EJERCICIOS: 


Calcalar ron las fórmulas de los trapectos y de Sinupsoa las integrales definidas 
f é 


+ 0 « 1 
Ñ "1 
a f senx dr. 6. / atdr, 
.' v . í) 
NÓ] as 
3. j dr. 7. j VBD + y dr. 
. 0 a 1 


de F / va dx 
ay Yibsz Jo vV6bk— ri 
y comparar con los resultados exactos obtenidos con la regla de Barrow. 


Calcular el valor aproximado de las siguientes integrales definidas, aplicando 
la regla de Simpson: 


9. ) Ade R: 3.230, 
« Li] j 


re . e 
10. vsen 1 dx. R: 2,28. 
«2 0 
+ 
11. 22 dr R: 1,85 
y 0 a 
1 
12 e* dz R: 0,71682 
4 
1 
13. f sen 13 dr. R: 0,3103. 
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4 Pa 
x1- . 


"y ( 
(Los resultados obtenidos corresponden a 4 subdivisiones del intervalo de inte- 


Re 0,2483, 


gración.) 
9, AREA EN COORDENADAS PARAMETRICAS 
Si una curva está dada en coordenadas paramétricas: 


-— 0, y = alt), 


puesto que es di = f'(t) dt resulta el área: 
”b t, p 
a=f_ ya =/ go f (0 de, 
hn 2 ; 


siendo ty y t; los valores del parámetro 1 que corresponden, respec- 
tivamente, a los valores « y b de la variable x. 
FEJempLos: 
1%) Calcular el área del circulo de radio r y centro en el arigen. 
Siendo las ecuaciones paramétricas de la circunferencia: 


I=rsenut, y =FCOS ft; 


¿ 1 . ; 
para 1 variando de 0 a 5x1 se tendrá el cuarto de circulo DAB. 


Fic. X1-28. Eto, Xi.20. 


llamando 4 al árra buscada. será 


1 el y pz e E 
a rcost=reoside | cos? ¿dt =3"| he sonis cos] e 
E “ y 340 
y 
= nm? 


con lo que resulta 4212 
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2%) Siendo las ecuaciones paramétricas de la elipse de sermniejes a y b: 
zT=acosí, y=bsent, 


resulta procediendo como en el ejemplo 1*: 


T T 
1 a 2 
=f pst (—asnndi=— 0» Ari 
y y 0 4 


con lo que se obtiene: Á=— — nab. 
(El porqué del sigao menos lo explicamos en la pág. 385). 


Eracicros: 


t. Verificar que el área ence- 
rrada por un arco de la 
cicloide 


x= a(t— sent) 


y=a(lt -— cost) 
Fic. X1-30. 


y el eje x es igual a 3na?, es decir es el triple del área del circulo gene- 
rador. Resulta entonces que las superficies 1. II, IM de la figura son iguales. 


2. Verificar que el área encerrada por la cardioide 
rof2cs 1 cs 24) 
y =a(2 sen 1 — sen 21) 
es Éxe2. 


3. Determinar el área limitada por el eje z. la hipérhola 


e dE 


(7 = Sete e) 


y la recta que pasa por el origen y corta a la curva en el punto (Ip Yu) 


1 Ta + Yo 


4. Determinar el área limitada por la hipérbala 

(7=2 sec 1 

ly 2181 

y la recta x= 4. - 
R: 843 — 4ln (24 43). 

5. Verificar que el área encerrada por la hiporiciade 


( E E € 


| reset 
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3 ; 
sn del area del circulo correspondiente. 


“Verificar que el ¿rea encerrada por ía hipocicioide - 
pr = li cost4+ rc 2 


( yr = Irsent — sen?! 
es igual a 22, 


Mud 


Verficar que el arca determinada por la parábola 
( raros? 


| y asen 

AA a Es 

v los ejes cunrdenados es igual a qee 
3 


Compórese con el resultado obtenido en el ej 8 del $6, pág. 3705. 


10, AREAS ORIENTADAS 


á 1) Hemos visto cómo se pue- 
ETOESIEA den determinar las áreas limitadas 
$ . 
E por una curva correspondiente a 


una función y =fíx: mediante 
la integral 


2h ah 
/ fue) de= | y de. 


Cuando x varía de q hacia b 
Fic. X1-31. el punto sobie la curva varía de 

A hacia B. 
Podemos ampliar esta interpretación y considerar que el punto 
(x, y) varía sobre todo el contorno aAB?h Sobre los segmentos aAÁ 
Y Bb los productos y «dx son nulos por ser en ellos x — constante y 
sobre el segmento ba también el producto es nulo por ser y = 0. De 


modo que podemos decir que cuando el punto (x, y) describe un 
h 
contorno aABb la expresión y dí proporciona el área encerrada 


vs 


a A a is A 


1 l 
Nijar prtsa ads 
| 
1 
| 
| 
NM 
' 
5 


e 


4 
por ese contorno cuando se lo recorre de acuerdo al sentido indicado 
por la flecha. Pero este sentido es, en el caso de la figura. negativo. 
pues en matemática se elige como sentido positivo, aquel que al reco- 
rrer su conterno deje el área a la izquierda. 


En esta forma resulta que el área, con su signo está dado por 


A=-_— f az. 
. Cc 
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dende C indica el contorno de la figura recorrido en sentido positivo (1). 


IT) Consideremos ahora el caso de De 
un recinto limitado por uzta Curva Ce- gloocimima= ESA 
rrada que supondremaos es cortada por 
cualquier paralela al eje de las z. o de 
las y, a lo sumo cn 2 puntos. 
Habitualmente. si lamamos y(1) 
a la función. definida en (a, b), que 
describe el arco ADB, e y1(25 a la fun- 
ción del mismo intervalo que describe 4 
el arca ACB. se calcula el área encerra- 
da por la curva mediante una diferencia de integrales definidas: 


h b 5 u 
A = f VALEdO É Nin dz = f valx) dr = NES de, 
e 1] 0 E a 


“é A Y 


Fra. X1-32 


donde se ha cambiado el signo de la segunda integral por haber 
invertido el orden de los extremos e y b del intervalo de integración. 
Aquí también se puede escribir 


Á= — f ra. 


donde los valores r e y corresponden a las coordenadas de los puntos 
de la curva €. El signo menos se debe a que el sentido que aparece 
en la figura es el negativo. (En efecto, un observador que recorriera 
el contorno € vería el recinto a la derecha. > 


ID) En el caso de una curva de ecuación x = x(y), el área 
limitada por el eje de las y, las rectas y =c., y =d y la curva. 
Y es, como ya vimos. 


a 
A = S (y) dy, 
e 


que también se puede escribir 


a=f xdy, 
[54 


siendo (x, y) un punto cualquiera 
del contorno cCDd que limita el 
Fi6. X1-33. recinto. 


rr ¿E 


(1) Escrita un esta forma, el área resulta expresada por una “integral curvi- 
linea", tema que Zesarrollaremos ampliamente en el volumen 11, En este párrafo 
sólo hemos querido tratar un caso perticular que permite estudiar las áreas de 
las superficies con su signo. 


sentido positivo. 
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En este caso el signo es positivo pues la figura muestra que 
cuando la varisble y va de c a d, el punto sobre la curva va de 


C a D de modo tal que un observador que recorriera el contorno 
de acuerdo a este sentido vería el área a su izquierda. 


Para un caso como el de la figura también resultaría, razo- 
nando como antes: 


: a=f z dy. 
t 


De las 2 expresiones para el área 


ÁA=- dla 


resulta la relación general 
pil as 
e 
EJEMPLO: 


Calcular el área de una elipse de semiejes a y b dada en coordenadas para- 
métricas por las relaciones: 


X=4«4cost, y =bsen?. 0<1< fr 
Como es dx= —a sent dt, dy=b cost di. resulta 
3, A 
XX 2 


1 
=>3 [abcosit+absentr dr = Zab di 


Z y el área es 


1 
a=3f zdv — ydr= 
ES 


Fis. X1-34, o A 
16. X1-34 | = 30 / di =xab.2a =— nab, 
o 2 


Obsérvese que cuando ? varia de 0 a Za, el punto recorre el contorno en 
6 En cambio, de haber partido de las relaciones 


" Iasent, YF=bcost. 0<1< 2, 


que también describen la misma elipse pero en sentido negativo, hubiera resultado 


1 1 1 
¿dy —ydr=31 — ab sen? 1 — ab ros? 1) de = — ab dt 


y el área, ron su signo, habria sido 4 = — xab. 
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- 11, AREA EN COORDENADAS POLARES 


Consideremos una curva dada en coordenadas polares mediante 
la función p = p(4). Definiremos el área de la superficie compren- 
dida entre esta curva y los rayos OA y OB correspondientes a los 
argumentos 9 =u y 4 = f. 


Para elo dividimos el ángu- 
lo BOA en n partes Ad,, Ada, ..., 
AG, .-.. A9,, iguales o desiguales. 
Al ángulo A; le corresponde el arco 
MN y Mamaremos 0; = OP, al ra- 
dio vector correspondiente a un ar- 
gumento cualquiera interior a Ad, 
Con centro O y radio OP, = 44, tra- 8 
zamos el arco de circunferencia AS. Fic. XI-35, 
El área del sector circular ORS es, 


+ 1 
como se sabe por geometría clemental: 0 AEA 


Efectuamos la misma operación en cada uno de los n. sectores 
análogos al OMN y formamos la suma finita de las áreas de los sec- 
tores circulares correspondientes: 


e et Ar, = ¿ye AD. 
41 E 


ne Calculamos el límite de esta expre- 
sión cuando noo». (y cada uno de los A9; tiende a cero). $1 este 
limite existe y es finito es por definición el área A del sector O4B: 


Fi. 136, 


Ahora bien, de acuerdo a da definición de integral definida. el límite 
de esta sumatoria es la integra] definida 


o? do. 
E a 
Pornos: 


y Hillar el área de de soperficio correspondiente «4 =sen A coatido Y warta 
entre 0 y ce 
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.7 ! r ! 
sen? ? de=-)]¿— seno. us 9 ="-- E 
; Ml E E et d 


(Es fácil verificar este resul. 


Resulta 


tado por cuanto la curva es 


a . 06! 
uba circunferencia de radio e 


- 


como se ve escribiendo la vona- 


ción 0 send == en da for- 
Ud] 


ma QU yb ce ss a 


+= 


Er. XI37, Fo. XI38 


25 Calcuho el área encerrada por da lemuiscata de Berpoulli 9% = 4 cos 28, 


Por razones de simetria se ve que el área buscada es $) veces elo ea 


conprombida entre O y q% 


; » 23 La : la 
dom j 24 2 f cos 20 09 = 0 sen 20 | = 0, 
, 
». “e , p 


e w 


3% Calcular elo drea enceriado por o = asen ad, 


La aplicación directa de la fórmiuda daría 


: 25 
Á= > f 07 dó=z 
==) 0 
23 
= e f sen? nd de = 
de a 


7 27 
la? A sen 240 
== —!|n?9— A 
l» 2 


30 


) 
—= nm? 
= Hat. 


pero habrá que observar 
que para n ¿mpar al va- 
“riar $ de 0 a 2x1 se reco- 
rre 2 veces la misma curva. 
- En consecuencia resulta 
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1 “3 > p 7 + » . « 
A al sir es par; A pe si rt es EnRpar. 


Nora: Estos curvas aladas fobos den n . hojas aparecen en la teoria. de las 
antenas y será conveniente que el lector las bosqueje para los valores n =1,2, 3, 4, 
tal como aparecen en le Hrs 39 señalando el sentido del recorrido del arco al 


crecer $, 

RELACIONES ENTRE LAS EXPRESIONES DE Las ÁREAS.EN COORDENA- 
DAS POLARES Y PARAMÉTRICaAS: La ecuación de una curva en coorde- 
nadas polares es 0 = 4($1. donde 4 es el argumento y y el radio 


- 


vector, 
Como es 


ro3= cos A, y = gsenó, [1] 


resultan x e y funciones de un parámetro Y, ques para cada valor 
de este parámetro se obtiene un valor de r y un valor de y corres- 
pondiente a la curva. mE 


Diferenciando las relaciones [1] se A 
obtiene 


dx = do cos $ — usen de. 


dy == dy «senó + ycos o dí, 


con lo cual resulta 


todo sen cos9 + q costy dé — 


me 


(1dy — y dr) = 


e 


1 
2 


Se 


— 0do sen9 cosó + y sent9 dd) = 5ui do, 


a Es 


que es precisamente el elemento de área en coordenadas polares. 


EJERCICIOS: 
) ] 1 
lt. Calcular el área encerrada por las radios 9=0 y 9=3% y cada una de 
las siguientes curvas: E 
)o=9 | Re al 
á =+v. : — As. 
0 5 
b) pe R EE 
=*2. : qm, 
. 350 


cd) .=v8. Ro 0. 
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2. Demostrar que el áres A limitada por dos radios cualesquiera de la espiral 
hiperbólica JE 


AN 9=4 
he 8 - es proporcional a la diferencia 


d entre las longitudes de dichos 
radios 


Fiú. XI-41. 


3. Calcular el área encerrada por cada una de las siguientes curvas: 
a) Q= sen? 29, E 


(Obsérvese que es 4 veces el área comprendida entre 0 y En). R: Ss, 


bo=1+ sen 29. 
(Obsérvese que es el doble del área comprendida entre — En y + 20). 


3 
R: 9 
c) 0=92c0s Y + 3 sen $. 


(Nótese que la integral debe hacerse entre 0 y 11 pues para los valores 
entre x y 21 vuelve a reproducirse la curva. Adviértase, para la verifi- 


Es á ; 3 : 
cación que se trata de una circunferencia de centro enl 1, 3) radio 


v13:2, haciendo el pasaje a coordenadas cartesianas). 


R: e 


d) e = sen 39 — sen 9. 


(Intégrese entre O y 1). 
1 
R: =x, 
gr 
3. Mallar el área limitada por el eje polar y la segunda y la tercera vuelta 


de la espiral 
o=29. 


R: 3304 m3, 


5. Verificar que el área A limitada por la espiral 


y dos radios cualesquiera es proporcional a la diferencia de los cuadrados de 
estos radios. 


6. Determinar el área limitada por la curva 


Xu 


10. 


tí. 


12. 


13. 
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e=y+ 
y los redios correspondientes a los argumentos $ = 0 y 0=7x 


1 
R: ge == 1). 
Determinar el área limitada por la curva 


e =asend +bc0s9 


mi 


y los radios correspondientes a los argumentos $ =0 y %==x. 


o 


Í 1 
SS 2 ey. a 
R ¿Aa + B?) + ab. 


Determinar el área encerrada por un folio de la curva 


o? —= 4 sen Y. 
R: 4. 


Determinar el area del folio interior de la trisectriz 
o =2(1 — 2c05 9). 

R: 2(21 — 343). 

Trazar la curva 


e=3w12c058 
y hallar su área. 


R: liz. 


Considérense las funciones 


Q =-cos $: Do =c«0s 29 


ia 1 ] : 
para 9 variando entre 0 y za. Calcúlese el área del primer cuadrante 


. 1 
comprendido entre estas curvas y las semirrectas $ =0, $=<% 
1 
R: =- 
3 


Verificar que el área encerrada pór la cardioide 
o=la(l + cos 0) 
es igual a óxa?. 
Calcular el área de la curva 
0 =2a(1 + cos 9) 
que está fuera de la parábola 


2a 
Ecos $ 


n= 


R: 310? + ca 


392 


14. 


19. 


ZE, 
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Calcular el área común a los siguientes pares de curvas: 


a) 0=3c058; Q=1i+ cos, R: qa 
1 
b o=1f—smgé: Q=c0sD. R: qa — 1 
» “» » 1 a 
cc) qa =Co5 29; a sen 24, R: il 7 v2. 


Ballar el área encerrada por la curva 


: o=+%cos 28, 
Trócese la gráfica. 


R: 3x. 


Determinar el área encerrada por la curva 
p* =09c05 27, 
KR: 9. 
Determinar el área encerrada por la curva 
r =2(1 — sen Y). 


R: 61 


Determinar el área limitada por el circulo 


Q0=?Yseng 
y las rectas 9= 30% y 9 =60". 
A: ga 


Calcular el área encerrada por la curva 
= aísen 28 + cos 29). 
R: xa. 
Hallar el área limitada por la parábola 
e(l + cos 3) = 2 


y las rectas 9H=0 y 9=32 


R: 3v3 


Calcular el área limitada pur la curva del ejercicio anterior y las rectas 


$=0, »=lx 


- 


4. 
KR: EN 


Detecrrinar el área limitada por la hipérbota 
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0% cas 20 = + 
y das rectas $=0 y 0=x 
BR: In(2 4 V3). 


23. Determinar el área encerrada por las curvas. 


*FiZaS "TRI 
; 
R: 21-. 
3 


24. —Determinar el área común a los dos circulos 


A 
KR: ze (+) 


25. Verificar que el área limitada por la parábola 


= asen Y, 


0=acos 8, 


a 
2 1 
22 
cos 3> 


y las radios $=0 y 4 =31 es igual a a del área del rectángulo de base 
a y altura 2a. Efectúcse la representación gráfica. 


12. INTEGRALES GENERALIZADAS 


b 
En la definición de la integral definida f f(x) dx hemos supuesto 


que los límites a y b eran finitos y que la función f(x) era acotada 
(y prácticamente en la totalidad de los casos tratados era además 
continua). 

-— Generalizaremos en dos formas este concepto de integral definida 
para el caso de un intervalo infinito y de una función no acotada 
introduciendo las siguientes definiciones: 


1) Definirernos como f "Hx) dz a la expresión 


im f(x) de 
ts a 

cuando este límite existe y es finito. En este caso se dice también 
que la integral es convergente. Si el limite es infinito se dice que 
la integral es divergente y si el límite es oscilante, la integral es 
oxcilante. 


3%) 
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D É ; É 
19) erd=lm ] erdo=lim | —e*| = limi — et) = 
v 00 o tan +00 
= lím (1 —e?t)=1- lmet=1i-0=1. 
taz is 


Gráficarsente la integral calculada 
puede interpretarse corno el área li- 
mitada por la función e” y el se- 
mieje positivo de las abscisas, 


ds ' 
2%) f e*senzdxr. Siendo una pri- 
9 


mitiva de e*senzx, la función 


Fio. X1-42. — qa (sen 1 + c08 x) es 


t : 
S ersmrdo=p | 1 ettnt + coso) | 
úl - 


» 
Pis. X1-43, 


Ex e 1 E 
y el limite de esta expresión cuando ¿—>00 es a La integral es convergente. 


L dy al 
— = lim 
1 TI ion 


La integral os divergente. 


» 00 1 
/ sen xdr= lim | -- COS :| = lim (1 — cos £) 


6 t>f 1] 1 li 


t 
h: 3 = km (Int= e, 
1 


y este limite oscila entre O y 2. La integral es oscilante. 


Determinar para qué valo- A 
res positivos de a está deti- 
nida la expresión 


Puesto que es 
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t dr y e.1 1 1 1 
Je ===, == 1)» 


la integral estará definida siempre que el límite de esta expresión para > 00 
exista y sea finito, advirtiendo desde ya que la fórmula es válida si es a. 3% 1. 


Para a >Í, == cuando ¿->00, tiende a 0 y resulta entonces l(a) = == 


Para a<1, H=4- tiende a % cuando ¿+>0%, Para a=Í, resulta 


una integral divergente de acuerdo a lo visto en el ejemplo 3”. 
En definitiva f E solo converge si es a > l. 
2 


Nota: Obsérvese que cualquiera sea el valor de a > 1, el área reyada en 
la figura resulta finita. Asi resulta 


A o dr 
, 21,001 


convergente, mientras que es divergente 


0% dr 

y Y 
fi dx 

AAA 


SL y .» 
Si bien hemos definido hasta ahora f fx) dx. se entiende que tamhtén 


o 


6% Calcula: 


a a a , 
se podrá definir f fizidx calculando cel limite de f Fndr 
= 


-t 
cuando 1-> 2%, 


En este caso procederemos así: 


79 dr fo dx + Re dr 
e o 
. t 

= 0) — arc tg (— a) + lim E tg :] = 


1 
E 


Fa, X145. 


11) Si fíx) es una función que tiene discontinuidad infinita en 
uno de los extremos del intervalo de integración, se adoptan las 
siguientes definiciones: 


f h fío) dx = lím de ¡ fix) dx. 


e £=0 + 


cuando la discontinuidad se presenta en ro +, 
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fi saric tn $ Jon 


cuando la discontinuidad se presenta en x= q. 


Si la discontinuidad se presenta en un punto c interior del inter- 
valo de integración adoptaremos la siguiente definición: 


a a 


En particular si se elige. e = €”, el límite que así resulta se 
lama valor principal. 


EJERCICIOS: 


Verificar las siguientes integrales definidas: 


; Je de 1 a E dx 
: 33 2. A = 1, 
y 13 8 2 (1 — 2)? 


v 0 
3 ePdx=1. 4. S E (divergente). 
-=10 Y Es 
00 
5. Idem que f cos x dxes oscilante. 
0 
Verificar las siguientes integrales definidas: 
0 00 vd 
6 f 1er=>5 e f E 
0 Pd ds e E 
7 zdx 1 a 
8 = 9 €? cosbx= 
$: IFA o EDS 
NE 5 a a 
$0, cas Z-> + yd 
aer ee: O Je Vis 
dr 11 co dr 
12. A . AA . 
,. EF aa” dd S E 
1 ¿DN | ES 
14. f V: A AB E (sec 1 — tgUY di =1n2. 
-1 +2 . . 0 , 


pu 1 y dz 1 1) 
16. a = A ij 
E ga qn +2 )Ja=0 17. S ARA = y ete 
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Dadas las siguientes integrales definidas, indicar su valor cuando convergen 
o, en caso contrario su divergencia: 


18. de dr R: Diverge. 
oz 
1 : 
19, f eE. R: 2. 
o vz 
8 dx 
S0. . R: 4. 
$, VÚÓ —= x 
6 dx 
21. f PEA dd - R: Diverge. 
2 (6 — y)? 
5 
22, f ez R: Diverge. 
5 rt_—_ 5 > 
6 dx 
23. S AS le R: 3. 
s (r—5)39 


8 33 
d 9 
24, Z=> 25. eE a _ 
2 —_——Á = 15. 
de 0 4 
(2 — 1)5 
1 dx 00 dr 
26. = ¿5 27. f = 
FS, io a? Ln tez E 
0 Y 1 2 
28. f —_——_dr= 3 29. Y ant 
o (1+0% 2 1 es dal A 
(Hágase x == 1%). 
2  2drx 2 xdx 10 
30. Y AAA IR, a4. AA AA 
o yY4—il 1 V2=x 13 
(Téngase en cuenta la discontinuidad de la función en x= 2) A 


4 x=” dr 
32. —_—_— 2413 2 3) ] 
f VE =4 Vá +4 21n(2 + V3) — 9,56 


"de | 

dd f Par aa to? 
f" 
vos 


In dr =-—Í, 


308 
35. 


36. 


37. 


38. 


RA 


+. 
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Verilicar que es 


S dr es : 
o VrItl —12) Í 


(Apliquese la definición 11 en los 2 exteemos, Utlicese la sustitución 
x=sen” 1). 


Calcular el valor principal de f E 
R: 0 


di 2 


Verificar que es Fat 
Jay 142 3 


(Apliquese la definición 1D. 


dls 0 dx 
Verificar que es convergente [=— R 
LoJY 2) ty 


| uh 


1 : 
es, en el intervalo (1, 1), menor que - 
vit +2 E 
v de acuerdo al concepto de integrales definidas la desigualdad so conserva 
al hacer las integraciones. Por consiguiente, pasando al limite resulta 


MESS UN 


y / 


Solución: La función 


15 


Verificar que es convergente 


X< senz 
f ¿de 05 
¿mn l + qe A Ñ 


Ñ pooN 7 
t ES 
i A 
» ; : ! £ DY 
Defenumáar el área bmitada por ! ee 
la curra , ! A 


, 
| 
3 
1 
$ 


y (Ur) 21 


, 


Ms. XT4t. 
los ejes coordenados 3 la asintota vertical et. 


5 
Ro. 
5] 


Calcular el área del bucle del folio de Descartes dado en forma paramétrica 
por las exprestones 


Get 3 4e 
MAT KA > VA AAA 
IS k ES 


Noutese que dos extremos delo intervalo de integración conrespondientes al 
MC 4 
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T 
42. Calcular I= f ln (sen 1) dr. 
o 
Solución: La observación de la figura muestra. que por razones de simetria es 
«€ 


ES 

í y 
FE 2f In (sen 1) dz. (13 

6 


3 1 
Coamo es sen x= 2 sen 1: 00551, resulta 


1 1 
in isenzj =1In2 + ln (se 5) + in (es 3=) 


v también se tiene integrando esta relación en- 
Fis. X1-47, 


te O you 


= s rt 
Í= Ju (sen 1) dx= xIn2 +f ln (sen 5) dí + al lu (cos 3) dx. 
Y 0 Y > 


Cambiando en estas últimas integrales 5x1 por x resulta 
de 


E 
I=n2+2 f 
9 


Siendo iguales las 2 integrales, se tiene: 


I=xma+s f In (sen 1) dr. 
Y 


in (sen 1) dx + 2f 
y 


RO) 


ln (cos 7) dz. 


Comparando [1] con (21 resulta 


tbn 


z 
In sen) dx 


3 
f In (sen 7) dr ==I2:44 $ 
. Ú e 


mi dd 


I=2 


a sed 


a ” . 
l= / in+senzddr=-—aln? 
n Es 


CALCULO DE ALGUNAS INTEGRALES DEFINIDAS 


- 


2 - 
f in (sen 1) dr= —31 In; 
13 a eS 


¡EA 
Con vistas a deducir en el parágrafo siguiente nina notable fórmaila 


de Wallis que permite expresar Tocoao Hmite de un predacto, cal 


1) 


eularemos las integrales defisidas 


. = 2 
E j seu"ada. 
a > 


0 
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Para hallar la integral imdefinida correspondiente escribimos la 
cantidad subintegral en la forma: 


senvzx dx = senriz-senx di = — sen” xdícos 1) 


e integrando por partes resulta: 
=f2 
Im = | sen cos x > + (m-—i1) J: seni?z: cosiz da. 


Reemplazando cost por 1-—sen?x y teniendo en cuenta que 
la expresión entre corchetes se anula, resulta: 
le = (m— Dinos (m>— DE, 


o sea 


m 2 


De acuerdo a esta ley de recurrencia todas estas integrales se 
llevarán a una de las 2 siguientes 


T/2 
f senx dx=1, f “dr=Lx 
Oo para 


según que sea mm impar o m par. 


En el primer caso, si el exponente es impar, escribiendo 
m =2p + 1, resulta: l 


= HB A ER 
Lopez 391 tr 5 2p +1 dp! 371 
_  2:4-6...2 Io. 
2 1-3:5, Dp—D 2p + 1 


En el segundo caso con m = 2p resulta: 


1 =P 1) 271.73 2p75..11__ 
a 2 99 2 77 Ga dp 9 2p-4 2.2" 
| 210305... p- 01 
TAG GA 


Si en [1] reemplazamos x por (E 


ga ) obtenemos la fórmula 


correspondiente para cos z. 


135. EA gu si es m= 2p. 


1 , 
BEFT si es m =2p + 1. 
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Esta fórmula permite calcular las integrales 


_ , — poes hd dx 
n= f aaa e ds fa 


que luego utilizaremos. 
Haciendo en la primera x = sen t resulta 


2-4-6... 2m 1 [2] 
1-3-5... (Qm—1) 2m+1 


Haciendo x = tg t en la segunda es 


1305 (AP 3) 1 
L= TAG Op E” 13] 


FórmuLa de WanLnis: Consideremos la función y = sen x en el 


di = 


y E 1 
intervalo abierto (o, 3a) en donde toma todos los valores com- 


prendidos entre 0 y 1. Como se trata de una función positiva y 
creciente en este intervalo, se verificará que 


senvlx > senrr > sento"! 
: 1 E , a 
£ integrando entre U y 5% de acuerdo a la notación anterior será 


Lo91 se La, > Lap+1- 


Reemplazando los valores de estas integrales halladas anterior- 
mente se tiene: 


2-46... (2-2) 1 
1335. (Mp3) pt”? 
1-3:5. ne E 
ES O CI 
23:4:6...2p rr 
eo dal 


4 
Dejando en el término central 


solo Ex resulta: 
[2-4-6... (29 — 2)2p]* 
13 BT => 3 mr 
[2-4-6...29 1 
TTD B-DE 2 +1 


y en consecuencia debe ser 


410 INTECRALES DEFINIDAS (Car. 
Búm, n) = UN qe (1 — ey uta, 


La fórmula de integración por partes aplicada a esta función 
permite escribir 


B(m, n) = F m1 sn O PES 


11M 


1 1 
+ = a 1 — 1) 2d1=2 2B(m+1, n— 1). 
o 


Reiterando la aplicación de esta fórmula (n — da veces se tendrá: 


sed. 
m + 


B(m, n) = 23 (m4, n=1y=2 


A A ZAZÉXV”” e 


O ld EN Ñ 
NACEN RO ES la 1 


Pero es 


B | 1 1) = 1 mon? _ qrona a 1 
(mon » E a, 7 
Luego resulta 

B e A A ed e 

(m, 1) — mimo 1) (mn + 2)...(m>n—2) m+tn—1i 

y | 2 

= man 1)! 
y con la notación de la función gamma se tiene 
Tim) Tin) 
Pon) 


Ba, md = 


Si bien esta fórmula la hemos demostrado para el caso de valores 
enteros de m y n, se puede demostrar que conserva su validez para 
cualquier par de valores p y q positivos: 

DENCIRNCIA 
DIETER 
Admitida esta fórmula resulta para p=9=+4 


INCIOMER 
BHy== po ar 


con lo que volvemos a encontrar la célebre fórmula (O) = yz. 


CapírULO XII 


APLICACIONES GEOMETRICAS 


1. RECFIFICACION DE CURVAS 


Consideremos una función continua y = fíx) definida en un 
intervalo (a, b) y sea la curva AB su representación gráfica en 
un diagrama cartesiano. 

¿Qué debe entenderse por la longitud del arco 4B? 

En los estudios elementales se consideran las longitudes de las 
lineas poligonales como suma de longitudes de segmentos de rectas 
y el caso especial de la circunferencia que se define como límite 


común de los perímetros de los poligonos regulares inscriptos y 
circunscriptos. 


Y 


0 


NR A, 


AAA A 
A € e e 


A A 


la Ly Eo Hj, %i: bla 


Fic, XIT-1. 


Procediendo en forma análoga a la que nos condujo a la defi- 
nición de «rea, efectuaremos los siguientes ¿pasos: 


1%) Dividimos el intervalo (a. bj) en n partes iguales, o des- 
iguales y señalamos sobre la curva los puntos Py = 4, Pi. Pa ..., 
P.. ..., Pn= B, correspondientes a las abscisas Za TA, Ti Az...» 
Xi, ..., Za = b, respectivamente. —Á 

¡ 


AMAR GU Ste AD CUA o er o 
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Los puntos P; determinan una poligonal PyP,P, ... Pa, cuya 
longitud se puede calcular por tratarse de una suma finita de seg- 
mentos rectilineos P;.,P;: 

long. poligonal = = Y P.,P,. 
e 

2%) Calculamos el límite de esta suma cuando el número de 

sumandos tiende a infinito (y cada uno de ellos tiende a cero) y si 


este limite existe y es finito, es por definición, la longitud s del 
arco AB: 


A —r 
s= lim SPP. 
n>xi=1 
Demostraremos ahora que existirá este límite si la función f(x) 
además de ser continua tiene derivada continua en (a, b). En tal 
caso se dice que la curva es rectificable. 
En efecto: de la figura resulta, en base al teorema de Pitágoras: 


PB, as VAR +A 


Puesto que en virtud del teo- 
rema del valor medio del cálculo 
diferencial (pág. 236) es . 


Mi = (EJAz; 
se tiene 
y E 2 PP =vVMI+ TEJA = 
Fic. XH-2. 
= Y1 rf 13:)%Ax, 


y de acuerdo a la definición, la longitud de un arco dé curva se 
expresa mediante un límite que es una integral definida: 


s= lim S BAP, =im >= VITPEDiAn = f vVTFTUY ax. 


noi? N-+ 00 La 


Si la función f' (x) es continua, esta integral existe y con ello 
está asegurada la existencia de la longitud del arco. 


EJgmMepLos: 


1) Calcular la longitud del segmento de recta y =x en el imtervalo x=0; 
x=1. 
Por ser f'(x) = 1 se tiene el resultado evidente 


ga 
s= f Yi dx = YE, 
”€Y y 
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3 
099% Calvular la longitud de la parábola semicúbica y = x2 en el intervalo (0, 1). 


3 1 
Por ser f'(x) =30 resulta Y 
AID 8 9 NET! 
=$ | += (1 +=) | 1,437. 
Jo 


3%) Calcular la longitud de la catenaria 


ad dz oz 
y=3al e +e2) en el intervalo (0, a). 


e 


Teniendo en cuenta que la función dada puede 


Fic. XIL-3, 


escribirse y = e cas resulta, por ser f'(x) = Sh E 
a 


7 Ria $ (13 
=f A +mta= f chido =a| sn] = asa 1 — Sh 0) =1,1752. 
u a o 123 a a 


0, 


Nora: En la gran mayoria de los casos no se puede encontrar una expresión 
“cerrada”, esto es, una combinación de un número finita de funciones elemen- 
tales que expresen la longitud s(x) de un arco. Pero sea creando nuevas 
funciones como veremos al estudiar las integrales elípticas, sea aplicando 
métodos aproximados, se puede evaluar el arco entre limites determinados. 


EJERCICIOS: 
1. Calcular la longitud del arco de parábola 
y=21? + 5x 
que está por debajo del eje r. 
R: 6,9%, 
2. Calcular la longitud del arco de la parábola 


ay =x2 
desde el origen hasta el punto x= a. 


R: 2,957. 
3. Calcular la longitud del arco de la curva 
y =1n(1 — 22) 


desde x= 0 hasta x=, con la <1. 
Efectuar la representación gráfica en el intervalo (— 1, + 1). 
A: in(1+ 4) —in(t —a) —£ 


4. Calcular la longitud total de la hipocicloide de 4 puntas (astroide): 


Edel 


(Obsérvese que y = — 3 : $ como resulta derivando la función implicita. 
Entonces es 


402 INTEGRALES DEFINIDAS | [Car. 


[2-4-6... 2p]2- 1 
(1-3-5...Qp-D] 2p+3 


siendo $ un número comprendido entre O y 1. 


e 
gr 


Si se hace tender p a infinito y se sustituye 2p +9 por 2p 
(dado que su cociente tiende a 1: infinitésimos equivalentes cuando 
p=><w) se llega a la fórmula de Wallis (1): 


1 | [2-4-6... 2p]? 1 
ygr- VAART ida de. On 
9 3 BOE 


Observando que es 2:4:6...2p =2'(1-2-3... p) = 2”: pl 

y que es 
_ 1-2-3-4-5... (29— 1)29  (2p)! 
SS A O 


también la fórmula de Wallis se puede escribir en la forma (11): 


1 e al 
ET 


, 


INTEGRAL DE Poisson: Es de fundamental importancia la integral 
de Poisson 


e Je ee dr, 11] 
0 


Si bien no existe ninguna función elemental cuya derivada 
sea e”*, podrenios evaluar esta integral mediante algunas acotaciones 
apropiadas y la utilización de ciertas imteerales defimitas va calenladas. 


Estudiando las variaciones de las funciones 
=(l+ie* e ye = (1 — je 


se ve fácilmente (ej. 10 y 11, púg. 270) que ambas son < 1, excepto 
en el punto 7 == 0 donde alcanzan el valor 1. Por consiguiente se 
verifican las desigualdades: | 

1 Pre?< TE (lee <i 


que se pueden escribir 
AS 4 ñ o 1 2 
E. A —= _1 e aX 
Aa ? Ep 


y reuniéndolas en una sola desigualdad: 


1 


E EN ¿0 e nera 
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Elevando a la m- sima potencia resulta 


CS TFR [2] 


Haciendo en [1] el cambio x = z Vn y teniendo en cuenta [2] es 
= : E nz , OE: AE 
A E 
| > mf" 4 — 22) dz, 


/ q 
Reemplazando por los valores correspondientes se tipne: 
2:4:6... 2m 1 
MO Ed E 


1:3:5., Es Í, 
| <VUA DT. (dm 2) 2 
que podemos escribir 


m 2:46, 
—— 2 :4:6,..2m e” dx 
a CUE (22m — 1) tl < fi S 


1 2m 1.3-5. 2 — 1) 
<A |, 


En virtud de la fórmula de Wallis, los 2 corchetes tienden resj»ec- 


, ; 1 
tivamente a Ya y 1: yx y por ello los 2 extremos tienden a 5 VI. 


fi ; loo 
= Ea 5 NO 
$ e 


Fóruurna ve Srirtino (1): Esta fórmula que permite calcular 
valores aproximados de nl =1:2:3... nes de fundamental impor- 
tancia en el cálculo de probabilidades. 

Puesto que es 

n=1:2:3...2. 11] 


tomando logaritmos neperianos re- 

sulta 

In (11) =In1 + In2 2 
+1Iin3+... + Inn [2] 
Gráficamente esta expresión 

representa la suma de los rec- 

tángulos de base unidad y altura Fra, X1-49, 


Entonces debe ser 


as 


EN Pa a la lectura ide este parágrafo es necesario recordar algunos Esittauos 
obtenidos en las páginas 253 y 258 > 


» 
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In2. In3, ..., Inn. Estas alturas os od a las ordenadas de 
la curva logarítmica y=Inzt para 1= 2, 3, PL. 

Un primer valor aproximado de la sunia [2] 5 se nde calculando 
el área encerrada por la curva logarítmica entre 1 y »: 


f' Inxdz = [zx al =n(lnn—1)= 1 [13] 
1 ha Ñ 


t 


Asi para n= 10, tuientras el valor exacto de [2] es 15,104 y el 
valor aproximado de [3] es 14,026; para n= 20, los valores corres- 
y pondientes son 42,335 y 40.915. 

_ Al área dada por [3] debemos 

B, agregar la suma de las áreas de los 
triángulos curvilineos ABC de la figu- 
ra 50. El área de cada uno de estos 
triángulos curvilineos es igual a la di- 
ferencia entre el área del triángulo rec- 
tilíneo ABC y la zona (rayada en la 
figura) comprendida entre el arco y 


la cuerda AC. 


Fro. XI-50. 
El área del triángulo rectilineo ABC es igual a. 


5 [lap Es ln p| 
y la suma de todos los triángulos análogos es 
¿| (m2 int) + (n3=1n2)+ Elan — In(n — »] = 5 Inn. 
[4] 


El área de la zona rayada es 


fina dz — Area trapecio [p, A, €, (p+ 1] = 
P 


1 
= [dm 2 e — 3 In(p + 1) + In p] =[p+3]m22 -1. 
| | | 5, 


Desarrollaremos en serie esta expresión del logaritmo, teniend. 
en cuenta que es 


(+) = 4 ÉÁ o, para ¡rl < 1 
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y análogamente 
: 2" a 
In(1— 1) = — (in 0.) 
La diferencia de estas 2 expresiones es 


RO ME BONE 
nQ+x) in(t — 1) A 2a(1 O 


Haciendo en esta expresión 


mi E A os i => TÍ > P Le 1 
" 2p al 1 S 1 -— Ed . Pp 
y por consiguiente será 
mb = . RE. AT A E? 


relación que escribiremos, para comparar con el área de la zona 
rayada [5], 


e Dl A A: AE A 
6 j 5) ta > AFA A [6] 


Acotaremos la serie $, que aparece en el segundo nuembro: 


a 1 


o 


1 A 8 
S de FER E RF sel 


¿ as ] 1 
El corchete es una serie geométrica de razón Op + y por con- 
siguiente su suma será (2p + 1)?: [(2Qp + 1)* — 1). 
Resulta entonces 


S, 1 = 1 


<344TFa TIRADO 


La suma S de todas las zonas rayadas: S =8,+S2+ ... + 
+ Sit... + S,1 será j 


n-1 n-1 m-1 
A E A E A E 
s= Y,S,< 35 pipr1i)” 12 (í al a) 
yt pu? yr? 


[73 


Podemos asegurar entonces que el número $ es finito. 
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Teniendo en. cuenta los resultados [3], [4], 16] y [7] resulta: 
lan! = [n(lan— 1) +1] +hinn—S. [8] 


Esta igualdad se puede escribir considerando ya en lugar de los 
logaritmos los números correspondientes: 

” nl! =e etnrre”r =XKnr"e"rm?/ (9] 
siendo XK =e%. 


DETERMINACIÓN De K: Utilizando la fórmula de Wallis deter- 
minaremos el valor de K, reemplazando en (pag. 402) 


1 ” 94 (1) 
an [(2a) 1] Zn 


n! por la fórmula [9] (advirtiendo que las dos expresiones de K co- 
rrespondientes a n! y (21)! tienden al mismo límite K cuando n= 0%): 


¿q = ma CI lim E 1 po 
qe a ln) en La pa A 


Por consiguiente resulta K = 1/2x. 
Reemplazando en [9] se obtiene la fórmula de Stirling: 


nl = y lann"e*, 


Para n = 10 se obtiene 3 598 696 con un error porcentual del 8 o, 
y para n= 20: 201 2422786 385 510 400000 con un error par- 
centual del 4 %. 


La FUNCIÓN GAMMA: 
ANYS a ; e . » 
(n+1)= Pedo. (no asúmero entero y positivo o nulas. 
ñ 


De acuerdo a la definición de integral en un intervalo infinito 
será el limite de la integral calculada en el intervalo (0, 25, cuan 
do I>2». 


Aplicando la fórmula de integración yor partes resulta 
: CO 
Dn +1) = fo retdr=— -f” a ea = 


te 8] 
= | —a0e= | A nf. e terdr. 
. 30 : 4 


E dE 0 
El término | - vos! es mulo pues para 1ox. 2e?>0 (como se 
3 A Ú pa 
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puede verificar aplicando reiteradamente la regla de L'Hospital) y 
para 1 = 0 también se anula el producto. La integral que aparece 
es del mismo tipo que la que define la función PT, pero el expo- 
nente de x está disminuido. en una unidad. Resulta asi la fórmula 


Tín+ 1) =n(a).. 


A la expresión I'(m) podemos aplicarle la fórmula correspon- 
diente disminuyendo el índice en una unidad y reiterando el proce- 
dimiento hasta n = 1, se obtiene 


Tar+10=Ttm =aa-Dlmr=-b0=...= 
= n(r-— 1)(n—2)... 110(1). 
El cálculo de (1) es inmediato pues por definición es 


rá) =f a E =1. 
A : S 
Por consiguiente resulta (nr + 1) = n(n— 1)(n — 2)... 1 
es decir, T(n +1) =n! 


Nota: Si en lugar de un valor rn entero, positivo o nulo, consi- 
deramos un valor a real podemos generalizar la definición de la 
función gamma: 


Tía +1) = qe x0e dx. (17 


¿Para qué valores de a está definida esta integral impropia? 

Si es a >0 la integral es impropia porque el límite sunerior 
de integración es infinito, pero si es a < 0, tambien'el origen es un 
punto de discontinuidad de la función. 

Demostraremos que si es a > — 1, la integral [1] es convergente. 

Para ello dividamos el intervalo de integración en 3 partes: 
ALA PAE E E 


En (0, 1) puesto que es a > — Í, podremos escribir a = — 1 + e, 
siendo e un valor positivo. Como en ese intervalo es j¡e*|< 1, resulta 
ixteriZ<lx|t y siendo > 


IA res dx <f' sterjdx< f" lady E ete dz JE 


resulta un valor finito. En el otro extremo es posible determinar un 
valor r tal que si es x > r, resulta 2%e* < x? 0, lo que es lo mismo, 


">aqav? Se tiene entonces e Xetdr< t. pues S dx = 1. 
r 


En el intervalo restante (1, rd la función es continua y su integral 
acotada. Luego, la función gamma resulta definida para a > —1- 
por la fórmula [1]. 
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Repitiendo el razonamiento utilizado en el cálculo de recu- 
rrencia para la determinación de P(» +1) resulta para cualquier 
a>—l: 
INC 


a 


Tarn Día) ó o E 


Esta comia: dada como definición, permite dar valores 
a la función gamma para cualquier a, positivo o negativo. . 


169) Az-)/ 


A A A A 


e e O A UA A UA WA A AA e o A Y ut A e A 


Fic. XI-51. 


Queda así generalizado para cualquier valor a real, positivo 
O negativo el factorial de a de acuerdo a la relación (demostrada sólo 
para a = n, entero > 0). 


al=T(a +1) = al (a). 11) 


En particular si es a =0, resulta 01 = (1) = 0F'(0) y como 
es 0! = 1, debe adaptarse como valor de T'(0) el valor «o. Lo mismo 
sucede con todos los valores enteros y negativos de a. Asi sia =-— 1 
es (1)! = T(0) = (- DP (— 1) y puesto que hemos tomado 

-P(0) = ou, debemos donar tembién P(— 1) = o. 
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En virtud de la relación [1] es suficiente conocer los valores 
de (zx) para x comprendido entre 1 y 2 y todos los demás valores 
se obtienen por recurrencia (tabla XV del apéndice). 


1 


y 


CÁLcuLo ne P (3) Haciendo en la definición r(5) 7 f 7 dede 
E u 
la sustitución x= z2 resulta r(5) = Y S e” dz y como esta inte- 
<- 0 
gral de Poisson ya ha sido calculada y su valor es Eva, se tiene 
r( 3)= YI 1,77. 
Siendo rl 5) =x/z resulta E (3)= ; r (3)= z YX, 


a 


2 


1 
La FUNCIÓN BETA: Bíp, q) = | 241 (1 — 2) dx. (p, q positivos). 
0 


1 | 


Si los valores de p y de q están compren- 
didos entre O y 1, la integral es impropia. Asi GA 


forma representada en la figura y la función 
beta B(F» 4) tiene como valor el área rayada 
De acuerdo a las definiciones será 


o ld ri(l— a) dí = 
235), 


=/ y =m6 | = slo 
"Jo Yyx(x— 1) En ' Vx(r— 5| 5 
que 


= lim | arc sen (1 — 22) | = 
e£-0 


eh £ ES 
Fic. XA1-52 
= m | arc sen (1 — Le) — arc sen (— 1 +2)] = Y arcsen1 = xx. 


ee  - 
Limitémonos a considerar el caso de la función beta cuyos pará- 
mietros son números enteros y positivos: p = mM; q = N: 
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; io 4, 1 
ie A 


teniendo en cuenta la ecuación de la curva, Extrayendo la reíz cuadrada de 
esta expresión, integraudo entre 0 y a y multiplicando por 4 resulta la lon- 
gitud total de la astroide: 642). 


5. Calcular la longitud del arco comprendido en un cuadrante de la curva | 
né (11% 
= ca =:L 
(5) +46) 
al + ab +b? ) 
a+b 


6. Calcular la longitud del arco de la curva 


R.. 


y =1n sec x 
desde el origen hasta el punto de abscisa r => 
R: in 3,732 = 1,317. 
7. Calcular la longitud del arco de curva 
y = 2 -21inx 
desde 11 hasta x= 2, 
R: 1,09. 
8. Calcular la longitud de la curva 
9? = (12 4 233 
desde el origen hasta el punto de abscisa x= 2, 
14 


R: EA 


9. Calcular la longitud de la parábola semicúbica 
dylan 
en el intervalo (0, 1). 
61 
3% 
CURVA NO RECTIFICABLE: Hemos definido la longitud de un arco de curva 
mediante el límite de la longitud de una poligonal inscripta. Veamos un ejempio 


Pa - T 3 ES Esa 
de curva en el cual este línite no existe. Sea y =x sen— una función definida 
X 


Ñ no a no. 2 
en el intervalo (— t. + 1) que alcanza sus máximos y mínimos en 1 = E 2k + 1 
con 40, 1,2, 3, ..., pues allí senx vale +1 ú —1 alternadamente v la 


función es yy = Ez; 


Evidentemente la longitud de la poligonal inscripta es mayor que el doble 
de la suma de los segmentos verticales trazados desde los puntos x, hasta la inter- 
sección con la curva. Pero la suma de los valores absolutos de los segmentos: 
n 
Sa 
TU 


sertos miméricas (pág. 523, ej. 3). 


tiemie a infinito cuando n-—> 00, como se verá en la teoria de las 
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Más aun, esta curva no es rectificable en ningún intervalo (—3, +3) 
que contenga el origen, por pequeño que sea Ú, 


y 


FrG. XITA. 


Este ejemplo muestra que el concepto de curva es mucho más complejo 
que el que se le da corrientemente como imagen grófica de una función continua. 


En el libro de J. PrespPontT: Theory of functions of Reel Variables, vol. TL 
Ed. Ginn, el lector que lo desee encontrará un análisis crítico de esta impor- 
tante noción. 


2. DIFERENCIAL DE ARCO. VECTOR 2. 


Si consideramos variable con x el extremo 2 del arco AB. su 
longitud se expresará mediante la integral 


s(x) = f VIE FGT dx. 


Diferenciando esta expresión se tendrá 


ds = yl + Pf (27 dz. 


Si introducimos el dx dentro del signo radical y puesto que es 
Fixdz= dy. resulta 


ds = yd? + dy. 


> S 
Al vector ds que tiene su origen en Pix. y). situado sobre la 
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tangente a la curva. orientado en el sentido de los arcos crecientes 
y cuyo modulo es ds. se le lama “vector diferencial de arco”. 
Llamando a al ángulo que forma la tangente con el eje de las 
abscisas resultan los cosenos directores de la tangente: 


4 Je _ dz dy 
cosa == 3 sena = cos f = e 


Nora: Obsérvese la diferencia entre 
los siguientes tres infinitésimos, que con 
las notaciones de la figura escribimos: 


cuerda PQ = Ac; arco PQ = As; 


T segmento de tangente PR = ds. 


Fic. XIL5, 


Estos tres infínitósimos diferentes, son 
sin embargo equivalentes, pues puede demostrarse que el líniite del 
cociente de 2 cualesquiera de ellos es igual a 1 


3. LONGITUD DE UN ARCO EN COORDENADAS PARAMETRICAS 


Cuando la curva está dada en coordenadas paramétricas: 


x=.(t), y= hb, 


resulta de = g'(t) dt; dy =Rh'(0) dt y por dd cis el diferen- 
cial de arco ds es: 


= Vd + dyi = Yg + OA 


La longitud de un arco de curva AB dada en forma paramétrica 
cuando los extremos 4 y B están dados por los valores to y ti del 
parámetro será: 


=f' (TORES TOS 


EsemepLo: 
Calcular la longitud de una onda de cicloide 
r=r(t — zen?) 
Ñ =r(1 — 008 1) 
cunado ? vario de 0 a Qx, 
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Siendo dx= r(1 — cost) dt; dy =r sent dt, resulta 


27 AN E A 2 e 
Sf Vr2(1 — cos1)ó + ri sen? 1 ar f Y1 —2c0st + coso + sen2i di 


v u 
27 A 
=r f TE — cos 2) de, 
0 
1 4 
Pero como es 1 — cost =2 sen? 51 resulta: 


2 OA 27 po 24 
1 1 1 
s=Y% Y sen* 3: de = 4 sengt dl -1] =4r | — cos 5t | =8r. 
0 2 0 2 2 : - o 


EJERCICIOS: 


1. Dada la curva 
| r=4 +32 


r=6-— ql 


calcular la longitud del arco compreudido contre 1 =0 y t=4 
¿De qué curva se trata en coordenadas cartesianas? Verifíquese el resultado 
gráficamente. e 


R: 80, 


2. Dada la curva 


x= 2-+ +sen Qt 


y =4— 4cos 21 
calcular la longitud del arco comprendido entre 1=0 y =3n. 
R: 4n. 

3. Hallar la longitud total de la astroide 


y=asem 1. 


z=acosB li, 
R: 62. 


(Compárese con el resultado obtenido en el ej. 4 del $ 1). 


4, Calcular la longitud del arco de la curva 
x=e!sent 


y = el cost 
desde £—0 hasta =3x 
R: YE (e 1). 
5, Dada la evolvente del círculo de radio «a: 


' z=a(cost + sen 1) 


y = alsen1 — 1 cos £) 
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calcular le longitud del arco desde £=0 hasta 1 =?). 


1 
FR: gar: 


6. Dada la curva : 
adi 


y =hMsenÍ -— sen nf 


calcular la longitud del arco comprendido entre 1-0 y t= dí 
41 


ds n+1 


4. INTEGRALES ELÍPTICAS 


Si aplicamos la fórmula que permite calcular la longitud de un 
arco de curva, obtendremos la integral de una cierta función sólo 
excepcionalmente integrable en forma “cerrada”, esto es, mediante la 
combinación de un número finito de funciones elementales. La mayo- 
ria de las veces habrá que recurrir a procedimientos aproximados: 
numéricos, gráficos o mecánicos. 

Algunas veces se crean nuevas funciones definidas precisamente 
por esas integrales, y cuando su importancia lo justifica se estudian 
sus caracteristicas analíticas y se calculan sus valores numéricos. 

Es asi como aparecen las integrales elípticas al intentar rectificar 
la elipse. 

Sea una elipse de semiejes € y b, que en coordenadas cartesianas 
se escribe 


2 2 
NO ia 
ae 53 


y que en forma paramétrica 
queda definida mediante el par 
de ecuaciones : 


T=aseny; 
y =bcoso 


con el parámetro q variando 
de 0 a 27. 
Como es 


dx =acosq de. 


Fic, XIL6. 


dy = — benq de 


resulta 
dsei= de + dy? = (4 cos q + bPsentod dy? = 
=l2(1- sn) dsnqid= [e — (A — by sen? pldq? = 
| = al - sen? q) dq? 
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designando con AY al cociente LE E ea es la excentricidad de la 


elipse). 
Siendo 


=ayi-—E sen? y do, 
el arco AP es | | 
s=a [* Vara de 


No hay ninguna combinación de funciones elementales cuya 
derivada sea Vi — sento con ki. Por eso se han introducido 
y tabulado las integrales elípticas de Legendre de primera y segunda 
especie (con A? 1): 


A d | 
F(k, q) = f —ñL== > "Integral de 1% especie 
e Yl1— ser? q 


hi 


y A 
ElA, q) $ w/1 — k?3sento dy. Integral de 2* especie 


Resulta entonces para el arcu de elipse, de semiejes a y b, con- 
2 p2 
E dal 


tado a partir del punto A del semieje menor y con A? = 


ge 
ls l =E(A, q). 


En particular sí q = Sa, se tienen las integrales elípticas com- 


pletas de primera y segunda especie 


Fx, 2%) Hi, + Ea, y) O 


Existen tablas de las integrales elípticas E y F y de sus inversas, 
las importantes funciones elípticas (). 

Las tablas X1X, XX y XXI del apéndice dan los valores de 
Fik, 9), E(k, 9). FA). Es(k) con 3 y 4 decimales. Como el para- 
metro k es menor que la unidad se considera k = sen « y se entra en 
la tabla una vez determinado «. 

Al estudiar el desarrollo en serie de potencias (Cap. XV) vere- 
mos como se pueden obtener valores aproximados de las integrales 
elípticas. 


(1) En las célebres Tables op Functions de E. Janer y F. puna (1938; reim- 
presas por Dover en 1943) hay uma lista de integrales que se pueden calcular 
mediante las integrales elipticas F y P. 
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EJERCICIOS: 
1. Hallar la longitud total de una elipse de semiejes a=5, b= 3. 
Solución: La longitud buscada será + veces la del arco comprendido entre 
Oy Sa | | 
5 DB 
ea ZE LS Bb 16 _ + 
L=+| 5 la = WE, (k), con == y o sea k=¿=08. 
Luego, como la tabla XXi del apéndice tiene entrada por a = arcsen k = 
= arc sen 0,8 = 5308" resulta £,(0,8) =1,276 y la longitud £ es: 
L=4X5 X 1,276 = 25,53. 
Si no se dispone de tablas se puede efectuar el cálculo por desarrollo en 
serie, como veremos en el capitulo XV (1), 
2. 


Determinar la longitud de un arco de hipérbola dada en la forma: 


hr E = b cot 
— sen y ? y= g P, 
comprendido entre el vértice =31)y un punto cualquiera correspan- 
diente ul valor «p, del parámetro. Calcular el caso particular a=b=, 
1 
1= riada 


as 4 

n A de 
L= f” a Vio + sj" 

P, P, 


T Ap o 
ES al cos o de 
se Va? cos? Y A ES 
= cotg p Va? cos? y + $ fe Picos? y + b2 
1 


x 
= cotg y Ve? cost p + B2-. ll Va cos + bdo + 
e, 


de d 
+,2 f? 3" 
y, VE cos p+9 


Designando con e= Ta resulta Ya cos? q +P= 5 v 1 Ha. 


¡.uego se tierte: 


L=ctg0 vc + bi q Eo — Elk, o] + Ea — F(k, en]. 


(2) Resulta: ¿00 1 (5) 40 - o a Fa A 
q) 3 9.4.6) 5 : 
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Para el caso a=b—=1, q, => resulta: 
TE ls 1 1 
L=vV15-= val E (512) — E(3v2 q y di 


«mfalaa)r(pa 4) 


y con los valores dados por las tablas XIX, XX y XXI del apéndice se 
suene L — 1,099. 


58. LONGITUD DE UN ARCO EN COORDENADAS POLARES 


Sea AB un arco de curva dado en coordenadas polares mediante 
la relación 


o= pil. 
Teniendo en cuenta que es 


T=gcosa, 


y = psend, 


Fo. XI1-7, 


resultan x e y funciones del parámetro $. 
Diferenciando es: 


dx = cos de — psenód de, 
dy = send du + pgcos9 di. 
Flevando al cuadrado, sumando y simplificando se tiene: 
de = de? + dy? = de? (cos? 6 + sen? 9) + q? d9* (sen? 9 + cost 9) — 
— 2do cos % p sen 9d $ + 2do sen 0 cos dd = de? + p? de?, 


con lo que resulta 


ds = IRF ETE) + d0o= EFE, 


designando con p* la derivada de py respecto de %, 


La longitud del arco AB será la integral arepa a este 
diferencial: 


s=f' ds= f” VAT 27 da, 
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EJEMPLOS: 
1*) Calcular la longitud de la curva (=senÚó para 0<9<x 
Por ser p'=cos$ es ds== ysentó + 009 dóé=db y la longitud bus- 


cada será 
Tr 
=f do —x, 
o 


resultado evidente pues se trata de una circunferencia de radio 3 


2%) Calcular la longitud total del arco de espiral 
e =aer? (m>0), 


comprendido entre el origen y un punto cualquiera (9, 0). 

Esta espiral tiene al origen como punto asintótico: el limite de y cuando 
9=>-—o00 es 0. Habrá que integrar entre — 0% y % Como 00+0'?*= 
= a2g2m0 (1 + m2), resulte; 


9 pr 
s=avi pon f emo AM, 
"o 


Este valor coincide con la tangente polar (pág. 193). 


EJERCICIOS: 
1. Calcular la longitud total de la cardioide o: a(1 — cos 0). 
R: 84. 
a , 
2. Calcular la longitud del arco de la paráhola “= 36 comprendido 


entre %é=0 y ó=zx, 


col 


í 


BR: 49241 (42 + DD 


Pego , 1 
3. Verificar que la lengitud de da curva c=2secd-9 


. 2 E . ] 1 
es igual a 2 [va + Ihníiy + o] en el intervalo (0 57 ). 


4. Calcular la Jongitud total de la cardioido 


í 
— ense 
R= c00s 5%. 


R: 4 


Gi 


Verificar que la longitud de cada una de las siguientes circunferencias de 
radio 2 es 4x: : 


ad Oo=4senóé; ble=2y2 (cos d+sen); (0) e=+cosé: di e=2 
6. Calrular la Jangited total de la Jemniscata 02=- a0cos 25, 


Par ser 2edo=- -- 24% 200129 de 


resulta del ——_—_— de 
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Luego es 
ea? sen? 29 a? qa2 
ds? = do? + 0? d9 os 20 de + e? cos 20 de? as 
La longitud total s de la lemniscata será igual a 4 veces la integral corres- 


. 1 . , 
pondiente el arco comprendido entre 0 y qa es decir al arco situado en el 


primer cuadrante; 


de 5/4 da dé 
e o E 1. fo A 


Esta integral no puede calcularse con las funciones elementales, pero si ti 
zando integrales elípticas. 


¡ : t 
En efecto, puesto que $ varía entre 0 y 3» senY varia entre 0 y ¿Va 
de mado que VE sen Y variará entre 0 y 1. Podemos entonces hacer la susti- 


ze 1 
tución V2senó=wenq con y variando entre O y ¿” 


Resulta PA e oa 
42 Vi ) sen? q 


y por consiguiente: 


o = 2/2 de 
$ => 5% o rt 
fo — ¿sen? o ó ó : 


Vi -— ¿sent 
Esta última es una integral elíptica completa de primera especie de módulo 


1 ; 
k=—7=sen«, es decir a 45". 
wa 


De acuerdo a la tabla XXI del apéndice podemos escribir finalmente 


24V3.0-F,(k)= 2 V2aF, 5 2 V%4 X 1.8510 5,2, 


6. CURVATURA DE CURVAS PLANAS 


Sea y = f(x) una curva dada en coordenadas cartesianas y con- 
sideremos sobre ella dos puntos Y 
Á y B. Sean AT v BT, las tan- 
gentes correspondientes que se 
cortan en R y forman con el 
eje de las abscisas los ángulos 
q Y (1. respectivamente. 


El ángulo de las tangentes 
BRT Mamado úngulo de contin- 
gencia. es igual a qu -- q como 
lo muestra la figura. 


Si designamos con As la 
longitud del arco AB y el án- Fic. MIS, 
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gulo de contingencia con Ap = BRT = q, — q, definiremos como cur- 
vatura media Ca del arco AB a la relación 


Si el punto B tiende hacia el punto A, o sea si As >0 (y por 
consiguiente Ar > 0) definimos como curvatura € en el punto A al 
limite: 


: A dp 
C =lím Cn = Um 22 - L 
o 
Caiculemos estas diferenciales en base a la ecuación y=I). 
Por ser tg = y” resulta q =arctgy” y por ello dy = A 
Por ser ds = y dx? + dy = yT+ y dr, se tiene: 
O PL A yt a Y [13 
ds 1 eE Y a 1. E ¡ 
ne (SA | 


En la expresión de la curvatura sólo se considera el valor absoluto. 


El valor reciproco de C es el radio de curvatura R. 


EJEMPLOS: 


1%) Calcular la curvatura de una recta. 
En este caso la tangente coincide con la “curva”; luego q es constante y 
Ap = 0; por consiguiente C,, =0 y también C =0, es decir: la curvatura 
de una recta es nula. 


2') Calcular la curvatura de una circunferencia. 
En este caso el ángulo BART — Ag es ¡gua! 
al ángulo central BOA por tratarse de án- 
-gulos de lados perpendiculares. Como el 
arco AB es igual al producto del ángulo 
BOA (medido en radianes) por el radio r, 
resulta As —rAq y se tiene 


_Ap_ Ae _ 1 _ 
ES 


Fic. XI1-9,. 


Es decir: la curvatura de una circunfe- 
rencia es constantemente igual al valor recíproco del radio. 


3) Calcular la curvatura de la elipse de semiejes a y 5 en un punto P (z, y). 
Caso particular x —e. 
La ecuación de la elipse de semiejes a y b escrita en forma explicita es: 


y => (at, 


x11] 


EJERCICIOS 


Las das primeras derivadas resultan: 


, bx 


y=-— 
ala? — DPS DS 


— ——y 
(4 mm 1232 


ab 


425 


Reemplazando en la fórmula [1] y recordando que la excentricidad A de 


dao 


Ja elipse está dada por e EA 


Cl = 


En el caso particular del punto (a, 0) es ¡ 


EJERCICIOS: 


1. 


6. 


Hallar la curvatura de la etipse de semuejes a, b en el punto (0, b). 


— ab 


A 
(4 — Ray 


ll — 
ara 


: se tiene 


yla 


Hallar la curvatura de la hipérbola de sémiejes a, b en el punto (a, 0). 


a 


KR: E 


Hallar la curvatura de la parábola 


= px 
ea cl origen. 
1 
R: 1 _. 
Z¿p 
Hallar la curvatura de la función 
Y = sen x 
1 
en el punto I=-1. 
2 
R: — 1. 
Hallar la curvatura de la parábola 
o 4 E 
, d+ y= 
en un punto cualquiera. 
2 
RL —— . 
2 (zx + y) 


Hallar la curvatura de la catenaria 


1 L£ 
=¿( +0) 


en un punto cualquiera. 
R: y 
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7. Hallar la curvatura, en un puto cualquiera, de la hipocictiode de + puntas 
(o astroide) 
A + A = 3. 
4 4 


Hallar el radio de curvatura de las siguientes curvas los puntos indicados: 


8. y=a182 en (1, 1). R: —_" 

9. ima en (9, 27). R: Zes%, 
10. ey=b12+cx?y en el origen. R: 5 E. 
tí. y =Insecr en IZ). R: sec x1. 


12. Comprobar que el radio de curvatura de la hipérbola equilátera 
ay =*2 
está dado por 
a 
A 
ER 
13. HMHaliar el radio de curvatura de Ja cisoide 
x(2? + y) — 2ar2=0 
en un punto cualquiera, 
El 
1 (Sa — 31)* 


R: -u an 


3 (ta? 
3 
4. Verificar que el radio de curvatura de la curva 
y=mzx+níizx—eayir bh)? 
tiene el misiw valor en dos puntos de abscisas e y b. 
E: 
(1 +on*9- 
"2nía— b)2 
15. Verificar que el radio de curvatura de li: curva 


a?t=1r=—wlxr— BY 


] : (a — 9)? 
en el punto (a, 0) es igual a —__—_—— 


- 


16. Verificar que el radio de curvatura de la curva 


ES Cías ix) 


: , 1 
en el punto í— a, 0) es jrual a Se 


Xiu 
17. 


18. 


19. 


20. 


2d 


22. 


19 
“YU 
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Verificar que el radio de curvatura de la curva 


_ila— x) 
y = EA 


en el vértice es igual a za 
Verificar que el radio de curvatura de la curva 
ay=3la— x) 
en el punto (a, 0) es igual a 2a?, 
Verificar que el radio de curvatura de la parábola 
(1 —y-—2ir+r)404=0 
es igual a 2a en los puntos en que la curva toca a los ejes coordenados. 


Hallar el radio de curvatura de la curva 
y=4senz— sen 2x 


1 
en el punto Tx. 

2 
R: 1,25 Y5, 


¿En qué puntos es minimo el radio de curvatura de la curva 50y = x3) 
2 


E] e 
RS z 


Determinar el radio de curvatura de la función 


r=e* 
en el punto (1, el), 


ES 


2e 


a: 


Bailar el radio de curvatura de la curva 


y=z-hnz 
en el punto (e, e). 


R: 2 e. 


Hallar el radio de curvatura de la curya 


1 
en el puntal e 1). 


R: 25 5. 


y =cotg Y 


Hallar el radio de curvatura de la curva 


4119 


E e 
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en el punto (2, 3). 
R: 27. 


26. Determinar el radio de curvatura de la curva 
y=TM—xa . 


en sus puntos extremales (máximos, minimos y puntos de inflexión). 

A 1 2d 1 
R: En el máximo z= 0, R=5 en los mínimos x= + 31, R=G 
En el punto de inflexión es R= %, 


27. Determinar en qué punto de la curva 


la curvatura es máxima o minima, 


Ro Zim 2 = — 0,346 (Máx). 


28. Determinar el radio de curvatura de la curva 


ad 1 
e 
en el punto de ordenada y = 1. 
25 
A: =. 


7. CURVATURA EN COORDENADAS PARAMETRICAS 
Demostraremos que la curvatura de una curva dada en forma 
paramétrica 
1 =x(t), y = y(t), 

está expresada por la fórmula 
x' y" sn q” Y. 

3 
o 
donde los acentos indican derivadas respecto del parámetro ?. 


C= 


dy 
En efecto: siendo tap = E = EY resulta q = arc uh 


ey 


y se tendrá 

ri E) ar Ad 1 TE 
y 2 T y* 2 í 
+ (2) + (5) 
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ELIGE de. 


e e ds 
Además, como es ds = yd? + dy? = VE) + De = 


=vYzx'*+ y'* dt, resulta 


yx ES 1"y' di 

w dp _ q? + y? a yx" ES 1" y 

ERA A a 
E EA 

o bien 


IA 


2] 


empleando para la última expresión la notación de los determina::tes. 
EJEMPLO: 
Calcular la curvatura € de la cicloide 
zx =r(t + sent). 


y =ri cost). 
Siendo 


x'—=r(1 + cost), x= —rsent, 
y'= —rsent, y" =-—rcost, 
reemplazando en [2] resulta: 


ay" — ay =-—r?(cost + cos? t + sen? 1) = — r2(f + 0081) = 


1 
EE 2e 
—= — 2r2 cos ah 


124y2=r?(1 + 2 c08 1 + 00821 + sen? 1) = 2r(1 + cost) = 
= Ar? cos? 1, 
A 1 
¡— 20? cos? ze 1 
E y mr 7 
8r8 cost 32 4r cos =t 


1 1 
== + qe al , 
E-JERCICIOS: 


1. Mostrar que el radio de curvatura de la curva 


x= at 
y = lat 
es igual a 2a en el origen. 


(Verificar que se trata de una parábola de eje horizontal). 


e] 
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Hallar el radio de curvatura de la curva 


2=1, j y =2f +1 
en el punto 2==0. 


1 
R: y 


Hallar el radio de curvatura de la curva 
1= 38, y=t-—i 
en el punto £=0, 


1 
R: 6 


Hallar el radio de curvatura de la curva 


x—áB, y=f 
en el punto 1 = 1. 


R: 53 v 13, 


Hallar el radio de curvatura de la curva 


at, r= 


al 


en el punto +1. 
R: ya 


Hallar el radio de curvatura de la curva 
re”, r= e* 


en el punto 1 =0, 


[Ca». 


R: y2, 
Verificar que el radio de curvatura de la circunferencia dada en coorderiadas 
paramétricas 

r=acost 

y =nmRAseni 


es constante e igual a a. 


Hallar el radio de curvatura de la curva 


r1=—6%cost, y =Y%sent 


1 
en el punto 1= ¿A 


R: 747 :8=2,32. 


XIRn 
9.. 


10. 


11. 


12. 
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Hellar el radio de curvatura de la curva 


=WuÍ, y = cotg t 


en el punto £ ==3x. 
R: ¿VE 


Hallar el radio de curvatura de la curva 
| x=2( — sent) 


y =2(1 — cos 1) 
en el punto t= 1. 


R: 3, 


Haller el radio de curvatura de la astroide dede en farma paramétrica 
r=acost 
yuasen 


en un punto cualquiera, Compárese con el resultado hallado en el ejercicio 7 
del $6, cuando la curva estabe dada en forma cartesiana. 


3 . 
R: za sen 22. 


Hallar el radio de curvatura de la siguiente curva dada en forma paramétrica 
x =alcost + tsen t) 


y = a(sent — tcost) 
en el punto ¿=A. 


R: ar. 
Jullar el radio de curvatura de la parábola 
1 =acostt 
| r =asenti 


1 
en el punto £ =3% 


R: 2a 
Hallar el radio de curvatura en el punto 10 de la curva de Lissajous 
| rT=acosnt 


y =bsen 2nt 
4p2 


Na 
a 


Verificar que el radio de curvatura de la epicicloido 


¡ TI 4, 208Hm,fl 4 0, 008 7mf 


J+ 


( y=a, senn,t + a, sen rl 
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(nya, + nas) 
nje, E na, 
(Obsérvese que en los puntos más próximos y más alejados del centro el 


en los puntos más próximos y más alejados del centro, es igual a 


A ñ 
parámetro vale ¿=0 y 1=5% respectivamente). 


8. CURVATURA EN COORDENADAS POLARES 


Demostraremos que la curvatura de una curva dada en coorde- 
nadas polares 


= 0(9) 


está expresada por la fórmula 


0 +2.” 
(_+ 0% 
donde los acentos indican derivadas respecto de ¿. 


En efecto: recordando que las ed cartesianas y polares 
están vinculadas por las relaciones 


3] 


T=pCc08B, y = q send. (+1 


pueden considerarse a éstas como funtiones paramétricas del ángulo Y. 
Para aplicar la fórmula [2] derivemos las [4] respecto del 
parámetro 3, teniendo siempre en cuenta que y es función de 2: 


12" = p4'cosó% — posend, x= 4” cos $ — 20 senÚó — p coso. 
y" =p 'sen9 + pcosd, y” =p" send + 2p' cos 9 — y sen P. 
Efectuando operaciones resulta: 


xy” _ 1"y' = p? je 2p*? E 00”, 
(24 y) (+0 Í 
y el cociente da la fórmula buscada. 


EyEMPLO: 
Mostrar que el radio de curvatura de la espiral logarítmica 
e= o 
es proporcional a 0. 
Siendo q” = qer?. 0” = aer reemplazando en [3] se tene: 
dd nd EA A: 
o 


y cl radio de curvatura resulta 
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A PS A, E : 
R=G 2 av 14 ai + ent 
con lo que se ve la proporcionalidad entre R y o, siendo la “constante de 
proporcionalidad YT + el. 
EJERCICIOS: 
1. Hallar el radio de curvetura de la espiral de Arquimedes 
Q=au% 
en el origen. 


1 
R: 5, 


2. Hallar el radio de curvatura de la cardioide 


2 = all — cos $) 


1 
en el punto $ = 2. cd: 


3. Idem de da lemniscata 


02 = el cos 289 


en el punto $ =0, 


t 
R: qe 


+. Idem de la trisectriz 
p=«a(2c089 — 1) 
en el punto 4 =0. 


R: za 


5. Idem de la espiral hiperbólica 
_a 
eS 


en el punto 9— 1 radian. 
R: 2422. 
6." Verificar que en la hipérbola 
0 cos 28? . 


el radio de curvatura está dedo por > 


Comparar con el resultado hallada en el ejercicio 12 del $5. 
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7. Hallar el radio de curvatpra de la curva 9" =«"cosm) en un punto 
a 


2 (m + ES 


8. Hallar el radio de curvatura de la curra 0=ua*? _ (a>0) 
en: un punto cualquiera. 
(Téngase en cuenta la identidad AP =eb1n4 y el caso de la espiral loga- 
rítmica). 


R: ev1 + (2 in a)?. 


9. EXPRESION VECTORIAL DE LA CURVATURA 


Consideremos una curva C referida a un sistema cartesiano y en 
cada uno de sus puntos P, P,, ..., el vector t, t,, ... tangente, de 
módulo 1 y con el sentido de los arcos crecientes. 


Y 


Fra. X11-10. 


Calcularemos la derivada del vector t respecto del arco s. 

Por el origen O de coordenadas trazamos sendos vectores equipo- 
lentes at, ti, ..., es decir, vectores de igual dirección, sentido e inten- 
sidad. Por consiguiente el Jugar geométrico de estos vectores. será una 
circunferencia de centro OQ y radio 1. E 


Si los angulos que los vectores t, £,, ..., forman con el eje de 


las 1 SO , pr... el ángulo central determinado por los vectores 
equipolentes será Aq =- y — q. 
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At _ At Agp Ap 


Evidentemente es ÚS de" el Pero el límuite del cociente A 


es por definición la curvatura C =>+37 de la curva en P y el limite 


de 1 es un vector n unitario, tangente a la circunferencia y por 
consiguiente normal a t como lo muestra la figura 10. Resulta 
At dt 1 
lím == 5==ÁA. 
As ds RE 
MovIMIENTO DE UN PUNTO SOBRE UNA CURVA: Consideremos un 
punto móvil sobre una curva £? A cada valor de t corresponde una 
posición del pe sobre la curva. Se define como velocidad escalar v 
el límite de ¿7 25 cuando Al => 0, sierido As el arco correspondiente al 
intervalo de aepd At. En la misma forma se define la aceleración 
- Por consiguiente es 


E __ Es 
o e O 


escalar a como lim a ae 


La interpretación vectorial de estos conceptos nos permitirá obte- 
ner Otros resultados. 

Consideremos la curva £descripta por un punto P(t). Si al cabo 
del tiempo At el punto ha pasado de P a P,, el vector (P — O) ha 
experimentado un incremento AP. 

Definimos como velocidad vectorial v a la relación: 


Y 
v = lim AP, 2P. 
AM “de 


Ar 4 


Como podemos escribir la definición 
de velocidad escalar, 


ds _As JAP J z 
yg A = lim ¡AP At 7 Fro. XI. 
= lim e ze | 
aiso | Ar y de | 


pues lim - ab = 1. dado que el cociente entre el arco As y la 
At-0 
cuerda ¡AP! tiende « 1. resulta que la velocidad escalar es el módulo 


de la velocidad vectorial. 
Ya hemos visto que_la derivada de un vector respecto de ur 
escalar es un vector tangente a la trayectoria. Por consiguiente s1 t 
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designa el vector unitario tangente a la travectoria en el sentido de 
los arcos crecientes es 
=¿, 


La aceleración vectorial a es. por definición, la derivada de la 
velocidad vectorial respecto del tiempo. Teniendo en cuenta la expre- 


í 
sión de la curvatura A La, resulta 
ds  — R 


a MA RS 1 pto == de, + 4 Epi 
de ANC AAA 
O Mi ds _ il 
ma al + 1 EN Tb a+» ' n. 


lo cual muestra. que mientras. la velocidad 
py escalar estó dirigida en la dirección de la 
Fio. X11-12. tangente. la aceleración vectorial tiene 
: —en general-- dos componentes: 
Componente tangencial de la aceleración: 4, = 4; 


bLA 


Componente normal de la aceleración; st, -* $ 


donde b y a son la velocidad y aceleración escalares. 
En particular sí un punto se mueve súbre una circunferencia 


2 
» » » . 1 
con movimiento circular uniforme es q, = 0 y a, F donde R es el 


radio de la circunferencia. 


CoMPONENTES POLARES DE 1.4 ACELERACIÓN: Determinaremos las 
componentes de la aceleración según otras dos direcciones perpen- 
2 diculares: una en la dirección del 
ex y A radio vector (P — O) y otra en la 
dirección normal a este radio vec- 
tor. La primera se designa con el 
nombre de aceleración radial a, y la 
segunda con el nombre de acelera- 
ción transversal a. 
La ecuación vectorial de la tra- 
yectoria es (*) 


— O = rei*1 


1) 


a 13 donde l es el vector unitario en la 
A dirección del eje polar y r y «p dos. 


- funciones variables con el tiempo. 


mA 


(3) Téngase en cuenta la notación adoptada en la página 108, 
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Derivando 2 veces respecto del tienpo € resulta (si los acentos 
designan las derivadas respecto de esa variable): 


Le rele riera K, 


e = rerlI+ 2riesp Ll +rierg”l+r?erg?lL 
que se puede escribir 
dep 


a = EE e (+? — rp 2) ett j + (2 q" + rg ieit 1 


El vector e'*1 es un vector unitario en la dirección (P — O) 
y el vector ¿e*? l es el vector perpendicular al anterior. Resulta eston- 
ces que las componentes polares de la aceleración son: 


a, =5r%rpq% ap 2rg'.+rq”. 


MOVIMIENTO CENTRAL: Se denomina así al movimiento cuya 
aceleración está constantemente dirigida hacia un punto fijo O. Adop- 
tando este punto como origen, la ecuación del movimiento central será: 


Qp e 0. Ñ [1] 
Como además se puede escribir identicamente 


, / TE 1 d a 
dy = 21 9 +1" = 7 379), 


resulta que la condición [1] equivale a la siguiente: 
rg = constante = C. 
Multiplicando por di resulta 
rd =C di 


y como el primer miembro representa el 
doble del elemento de área d$ en coordena- Frio. XUL14. 
das polares, se tiene 


dS = 4C di = C' de. 


Las áreas barridas por el radio vector en un movimiento central 
son proporcionales a los tiempos (2 ley de Kepler). 


Coimo la expresión E se lama velocidad areolar, se dice también 


que en el movimiento central la velocidad areolar es constante. 
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10. CIRCULO OSCULADOR 


Dada una curva cuya ecuación en coordenadas cartesianas es 
y = f(z), se trata de calcular la ecuación de una circunferencia de 
centro Cía, $) y radio R que además de pasar por un punto Plz, y) 
de la curva, tenga en ese PURO la misma derivada primera y' y la 
misma derivada segunda y” 
que la curva dada. Esta cir- 
cunferencia se llama circun- 
ferencia osculatriz o circulo 
osculador(*). Su ecuación será 


(1—0)+(yP)3=R* [1] 


y determinaremos los tres pa- 
rámetros: a, (), R, en base a 
las tres condiciones que debe 
cumplir la circunferencia: pa- 
ra el valor x correspondiente 
a P, ios valores de y, y', y” 
deben coincidir con los de la curva dada. 

Derivando respecto de x la expresión [11 resulta (después de 
simplificar por 2) 


E e o [2 
Derivando una segunda vez se tiene: 


PO 


LE y By 0 13] 


Las relaciones [1], (2). [3], resuelven el problema. En efecto, 
de [3] se obtiene: 


1 ill 
A - 
li Pr 
De [2] y [3]: 
o dá DY 
> 
De (111, 12] y [31: | 
me et US 14 yr22 
(Ras ps MAS A A ( A qe 
ze 7 
A O, A 
A y 112 as E 


dt 
) Osculación proviene del latín osc..¿uri, besar. de oscubum. beso. propiamente 
Mondíta: boca pequeña, como diminutivo de ox, boca. 
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y por consiguiente el radio del círculo osculador es: 


od 
( 1 + y' 2)4 
Esta expresión coincide precisamente con el. radic de curvatura 


AR = 


definido en el $6 (pág. 424). 


El signo R está dado por el signo de y” pues la raíz del nume- 


rador se considera siempre positiva. 


El punto C recibe el nombre de centro de curvatura. 


EJRMPLO: 


Hallar la ecuación del circulo osculador correspondiente a la parábola 
r=x**, 

en el vértice. : 
Siendo y'=2xr; y" =2 resulta en el origen (0, 0): y'=0; y"=2 


1 
y por consiguiente a =0, fi= 3' R= 


Re: — 


En este caso también coincide en el origen la derivada tercera de la curva 
y del círculo pero mo la derivada cuarta. Ésto permite asegurar que el 
circulo osculador estará integramente dentro de la parálolo. 

(El lector verificará fácilmente estos resultados hacierdo la Pon 
gráfica). 


EJTRCICIOS: 


ft. 


to 


Dl 


Determinar el ceontiu de curvatura de la curva 


y = 0 
en el origen. 


R: a=0; B=¿ 


Hallar los circulos osculadores correspondientes a la curva 
Y sen £ 


1 y Lee a : 
para 1232-58, ¿Qué sucede en x=? ¿¿iraviesa el circulo osculador 


4 


boj a 


. se ./ 1 í 
a la sinusoide cn el punto e 1? ¿y en el punto 132? 


1..3 O to. Ml 
R; as p=-— yv, R=>3V3; 0: Gm p=", R= t. 
El círculo atraviesa la curva en el primer punto porque alli las 3: difieren 


v no lo atraviesa en el segundo porque tienen igual y” 
Determinar el cenira de curvatura de 


A 
: 2 


en el punto de abscisa Y -- 21. 
R: a—=2%x, B=0, 
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Verificar que en la catenaria el radio del circulo osculador es igual en valor 
absoluto a la normal N y proporcional al cuadrado de la ordenada. 


n E 


a 


Determinar el centro de curvatura de la curva 
r—y2 
en el punto (3, 1). 


Verifiquese que el segmento determinado por el punto dado y el centro 
coincide con el radio de curvatura y que dicho centro pertenece a la normal 
a la curva en el punto dado, 


A: a=3; B= — A, 


Verificar que el centro € del circulo osculador de la curva y =fíx) en el 
punto P está sobre la normal a la curva en el punto P. 

Solución: De acuerdo a las expresiones obtenidas para (x-—a) e (y -- $) 
resulta dividiendo miembro a miembro: 


1410. 
1 _ Y =- A. 
Zu 4D ST cy 
TAO 


El primer cociente mide la pendiente de la recta PC (ver fig. 15) y puesto 
1 . 
que — 7 es la pendiente de la recta normal a la curva dada, la propo- 
sición queda demostrada. 
Determinar el centro de curvatura de la hipérbola 
y == 


en el punto de abscisa r= 1. 


109 
R: a= + 19,5; B==og" 
Determinar el centro de curvatara de la bipérbola 
*—yzae 
en un punto cualquiera. 


R: a= 25 pz — 2%. 


Determinar el centro de curvatura de la elipse 
9r? + y = 25 
en el punto (1, +). 


RAS 
R: a= — za Bb > 
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109. Determinar el centro de curvatura de la curva 


5 
en el punto (z 1 ) 


Q1ry — y 4 


11. Verificar que el centro de curvatura de la parábola 
+ + yA za? 


en el punto (a, Q) tiene coordenadas a =— a, PB = La. 


Verifiquese además que para cualquier punto de la curva se tiene 
a+ f= 3x4 y). 
12. Determinar el centro de curvatura de la astroidp 
Ai 
en un punto cualquiera. 
A: a=r-38 2, B=y — 318,4 
13. Determinar el centro de curvatura de la curva 


y=iInx 
en el punto (1, 0). 
Rf: a=3; B=-2 


14. Determinar el centro de curvatura de la curva 


y =Wur 
, 1 
en el punto de abscisa z =_x. Y 
1 5 g 
KR: E AE B=zg 


15. Determinar el centro de curvatura de la curva 
- qye p = TL 
en el punto de abícisa x= 0. 
R:a=-—2; B=-3. Fic. X11-16, 
16. Verificar que las coordenadas del centro y el radio del circulo osculador de 
una curva dada en forma paramétrica 


== x(t), r=yiM, 
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yy > 
e ad los ro, DA o 
ATI le a aer rad 


OE Abalos se SN 
CE 
(5 24y5h 
“AZ 
donde los acentos indican derivadas respecto del parámetro t, 


CONSTRUCCIÓN GRÁFICA DEL CENTRO DE CURVATURA: Sea y =f(z) una función 
continua con derivadas continuas cuya representación gráfica es una curva $ 
Determinaremos el centro de curvatura en uno de sus puntos P. 

Si trazamos la tangente PY y consideramos el segmento PQ <= 1, resulta 
TQ = y". 

A partir de P tracemos PM <= y” en la dirección del eje de las ordenadas 
(y con el sentido dado por su signo). Desde AM se traza une paralela a PT 
hasta cortar a la normal PC en £. Si ahora se une L con T y se traza 7C1ET, 
se determina sobre la normal un punto C que es el centro de curvatura buscado, 

En efecto, siendo 


1 
= t 2 
gp es 1+y por 


y por consiguiente 


n= 1+ yaya 1 
y Cy o 
De acuerdo a la construcción efectua- 
E- da en el triángulo PTQ es PT= . 
Fic, X1-17. mn od 


y en el triángulo LMP, EP = y” cos q. 


Como el triangulo L7C es rectángulo en T, la altura PT es medio pro- 
porcional entre los segmentos que determina sobre la hipotenusa: PT? — EP. PC, 
pr? 1 


es decir PO = e =—o=——=kR y por consiguiente C es el centro de curvatura. 
LP y? co” q 


11. EVOLUTA DE UNA CURVA. EVOLVENTE 


Considerando el punto P variable sobre la curva se tendrán infi- 
nitos circulos osculadores, Los respectivos centros describirán una curva 
que se llama evoluta. 

De acuerdo a los resultados anteriores las ecuaciones paramétricas 
de la evoluta son: 


a+ y2) y 4 y? 
A O Y 3 =Yy + e E 
Y P Ñ PS 


Para cada valor de x, el valor de y (y el valor de y” y el valor 
de y”) queda determinado por la ecuación de la curva. : 
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Así se tendrá en el plano (a, $) una curva cuya pendiente será Se. 


La curva primitiva se llama también” evolvente de la curva 
evoluta. 


EJEMPLOS: 


1%) Verificar que la evoluta de la parábola de eje horizonta 


y? — 2px 
es una parábola semicúbica. _ 
Siendo . 
._P “ pe 
=> y == 
y y" -- T 
so 
es A! | 
am=3r+4p v 
y 
y3 me q 
Bb=-= py Frc. X1L-18. 


Despejando de estas expresiones x e y y reemplazándolas en la ecuación 
de la curva dada se obtiene la ecuación de la ervoluta: 


8 
== —(a — py3 
Pp = 57(a — p) 
que en el plano ía, $) es una parábola semicúbica. 


29) Verificar que la evoluta a la curva: 
4 1=a(cost + tsent) 
Í y =afsent—1cos1) 


es una circunferencia de centro en el origen y radio a. 


En efecto, designando cón x, y las derivadas de x e y respecto de ! y 
conservando los acentos para las derivadas respecto de rx. es 


Í 


= z 
y Y a1cos ! Bl 
» dy de 1 
SY. E = (ED. = > 
de Y ad ecos á 


con lo que resulta la circunferencia 
en el plano («, f): 


a =alcosi+ 1scui)— atsentiacost, 


P =a[sen? — cost) + atcost —aseni. . Fi XIP19. 
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FIERCICIOS: 


t. Verificar que las tengentes a la evoluta de una curva (llamada evolvente) 
sou nermales de la curva evalvente. 
Solución: Por ser 


2 y? 
A 


y 
1 2 
pay + EY , 


resulta derivando respecto de 1: 


da, A cd sl d fl+ rx 
de” pe y" dx = 


dí dx 
Dividienda ordenadamente se tiene 
1da] 1 
da y 
dB ; j 1 
Pero de es la pendiente de la tangente a la evoluta y siendo fav 
mn ; 


la pendiente de la normal de la evolvente. la proposición queda demostrada. 


to 


Verificar que la evoluta de una cicluide engendrada por una circunferencia 
de radio r es otra cicloide igual que esta desplazada de ra en el sentido de 
las r positivas y de 2r en el sentido de las y negativas. 


2 ea 
Fic. XIL20. 


Solución: Siendo la expresión de la cicloide 
' Y = r(t — sen!) 


y=ril En cos 1) 
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resulta, indicando con puntos las derivadas respecto de t y con acentos las 
derivadas respecto de 1: SS 


r=ríl — eos 1). 


Y = r sent; 


y sen £ 

pe Í — cost 

, dy de dí sent 1 pe : 

y A) nc ar 
y se obtiene: : | 

a =r(t + sent), 

PB= —r(l — cos 1). 


Si en estas expresiones que dan las ecuaciones paramétricas de la evoluta 
de la cickoide, hacemos ¿3 = 1 + %, se obtiene, con 1 como nuevo parámetro 


UR + r(t — sen 7) 
$ = —- r(1l + cost) = — 2r + r(l — cost) 


que es una cicloide desplazada respecto de la primitiva de rx según el eje 
de las x positivas y de 2r según el eje de las y negativas. 


3. Determinar las ecuaciones paramétricas de la evoluta de la epicicloide 


2=(R+ 1) cos ya — ros EL, 
y= (R + 1) sen ot — r sen E t. 
Verificar que es otra epicicloide reducida en la relación RF después de 
girar la magnitud a. 
4. Idem de la hipocicluide 
2=(R—r) cos-fpá— res ze dd 
y=(R— 1) sent — ren ol. 


Verificar que es otra hipocicloide ampliada en la relación == despues 
de girar la magnitikd' — 2" 


5. Determinar los ecuaciones paramétricas de la evoluta de la curva 


10. 


EVOLUTA. EVOLVENTE 


r=acost+ (ar —)bent 
| y =asent-— (a — b) cost. 
R: a =acosf, f —asent. 
Determinar las ecuaciones paramétricas de la evoluta de la curva 
: z= 4, y=38, 
Ri: a=-— 193; PB=98 +3 
Determinar Jas ecuaciones paremétricas de la evocluta de la curva 
z= kE, y=1-—Ré2, 
Ri: a= — 284; B=-— 3 —1, 
Determinar las ecuaciones paramétricas de la evoluta de la curva 
2121-22, y =2. 
R:a=z—1-3%;, B=-—21B, 


Determinar las ecuaciones paramétricas de la evoluta de la curva 


— e. 
Ep A 
1 31 3 1 
RS | 0 EA o N 
R: a=t eS E p ES 7 , 


Determinar las ecuaciones paramétricas de li evoluta de la. cusva 


Po 


nl y =2(%. 


BR: az —:i1?(1 + 1812): per +31, 


Determinar las ecuaciones paramétricas de la evoluta de la curva 


a A yi2t 


R: E B=48 +2 


Determinar las ecuaciones paramétricas de la evoluta de la curva 
1 
x=2eé, . y= 3. 


R: a=. (2 +2); p=2 04 16% 


Detenminar las ecuaciones pargmétricasodo la evoluta de la curva 
s Páarametrica: 
TT Sen f, yt 


R: a --2c00s7 cotgt: ft corgt0 +c020. 


[Car. 
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14. Determinar las ecuaciones paramétricas de la evoluta de la hipérbola: | 


x= sel, yY=tk1 
R: a=25 314 B=-—2tgit. 


15. Determinar las ecuaciones paramétricas de la evoluta de la elipse: 


x=acost, 
y =bsen!. 
al —¿ 
R: a = -————— cu63 £; 
a 
r- A 
B= , E sem 


16. Determinar las ecuéciones paramétricas 
de la evoluta de la astroide 


x=acos 1, 


Fic. XIL21. 


y =asenit 


R: a=ecost(3-— cos? 1), P =asen¿(3 — 2 sen? £). 


17. Dada una curva en coordenadas polares q = 0(09) determinar las ecuaciones 
paramétricas de la evoluta. 


Solución: Recordando que la pendiente de una curva es q = arctg y” resulta 


dy y” dp _ do dr _ y" . 

dr 1i+y 2 Y) dy didy (+ rv Dy 
Reemplazando en las ecuaciones paramétricas de la evotuta, se tiene: 
dx 


e 4 
AA 


vw como las coordenadas polares y cartesianas están vinculadas par les rela 


ciones: 
1=0C05D, y=0send, 
resulta 
sen 9)' cos 9) 
a Peso 


y” 
[ecuérdce que PZ%Ú + q — Ú hace tg AS 


18. Determinar las ecuaciones paramétricas de la evoluta de la lemniscata 


> 


2 943 
R: a= da y _-— En sen? a, 
30 3n 


- 


+48 VOLUMEN DE UN SOLIDO [Car. 


12. VOLUMEN DE UN SOLIDO 


Consideremos un cuerpo tridimensional referido a una terna car- 
tesiana (x, y, 2). La determinación de su volumen se hace mediante 
integrales dobles o triples, que no se consideran en este tomo, pero en 
algunos casos particulares se podrá calcular mediante - integrales 
simples, 


-— Tal es lo que ocurre cuan- 
do la sección del cuerpo con 
el plano x; = constante, es 
una figura cuya área p(x;) se 
puede determinar como fun- 
ción de x. Dividimos entonces 
el intervalo (xo, 1.) en partes 
iguales o desiguales de ampli- 
tud Ar; Si se multiplica el 
área p(x;) por Ár;,, se obtiene 
el volumen de un cilindro ele- 
mental como el dibujado en 
la figura; sumando todos es- 

Fro. XIL22 tos volúmenes elementales y 
pasando al límite se obtiene 
como expresión del volumen total una integral definida: 


» e 
V=lm Y olr Ar = f p(x) dz. 


m>0 ¡i=1 


Fórmulas análogas se obtienen considerando las secciones con los 
planos y = constante, o z = constante. 


EsempPLOo: 


Calcular el volumen del elipsoide de semiejes e, b, e: 


2 2 
E: 
a e» e 
Cortando con el plano zo constante, resulta como sección la elipse 
n 2 pe 
pr ag 
que podemos escribir 
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Como ya se ha visto en la página 3/2 el area de esta elipse se obtiene imul- 
tiplicando los semiejes por x. Luego es 


v(x)= nde les 3) 


y el volumen resulta 


«y e 
V = mb f (a -=)es 
- a 


debiendo ser Jos limites de integración los valores —a y +a pues sólo 
entre ellos existen valores reales de w(r). Se tiene entonces: 


ri -.i +4 
V  — is = —-xabc, 
ES = nbe É AÑ qna €. 


y Ñ E 4, 
En particular, si a=b=c=r se obtiene el volumen de la esfera 3er. 


FyERCICIOS: 


1. Calcular el volumen del parabaloide eliptico 


y? m2 m 
para x variando de 0 a A. 
R: mbehí. 
Calcular el volumen determinado por las superficies siguientes v los planos 
indicados: 
2. 12144 2=1. R: qx 
i 
3. 429024 y=0;) y=-1. R: jr 
14 
4. My 9221 +2; 21=0, 1x1=2 R: gr" 
5. 21249 1-1. R: qx 
6. Calcular el volumen del sólido limitado por el hiperboloide de una hoja 


y los planos 10, r=a. 
4 
A: qrabe, 


7. Calcular el volumen del sólido determinado por el hiperboloide de dos hojas 


y el pleno z = 2e. 
Re Znabe, 
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13. VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION 


Si consideramos un arco AB correspondiente a una función 
y = f(x), definida en un intervalo (a, b) y suponemos que esta 
curva gira alrededor del eje de las x, será fácil determinar el volu- 
men del sólido de revolución así obtenido. 


Y g Ye AD) - Dividiendo el intervalo 
(e, b) en n partes y consi- 
derando en cada uno de los 
intervalos así limitados un 
punto Es, quedará determina- 

_do el volumen elemental del 
cilindro engendrado al girar 

el rectángulo de base Ax, y 

altura ED: 


af(EnN*Ax,. 


Fic. XIT-23. 


Un valor aproximado del volumen total será: 


n 
12 [(E80%Ax, 
1 


y el límite de esta suma, si existe, cuando n>0 y cada intervalo 
parcial tiende a cero, es por definición el volumen del sólido de 
revolución, que se podrá. escribir 


Va f” (0)? dr. 


EJEMPLOS: 
+?) Calcular el volumen engendrado por un arco de sinusoide 
y —=senzt 


para zx comprendido entre 0 y x 


r 1 
Es v=. f sen? 2 de= pa 2 semx0cos3| 
ó 2 


2%) Calcular el volumen engendrado por un arco completo de cicloide al girar 
alrededor del eje z. 


A 
= A 
5 
OS 


Siendo 


xr semi), y 011 — cost) eS 


mr? —2Leoosr cost: dr=r(1 — cos 1idi 
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y ee tiene 


V zw f" (t + cost? — 20081) (1 — cos 1)d1 = 


0 
27 

= an f (1 — 30081 + 3 0082? — cos? ¿)dt = 
0 


2 


000 1 3men c+ (0H en cos 1) — s00 + queno e] = 52275, 
. 0 


3%) Calcular el volumen del toro 
El toro es un cuerpo que se obtiene mediante la rotación de un circulo alrede- 
dor de un eje que no lo atraviesa. Si el centro O, del circulo está sobre el eje 
de las ordenadas a una distancia a > r, la ecuación de la curva será 


Y 


a+íryoatzr, 
Resulta entonces | 
ly — a) = yr Y, 


A cada valor de x corresponden 2 valores de y: 


Restando los volúmenes de los cuerpos descriptos 
por estas 2 semicireunierencias, obtendremos el yo- 


lumen del toro: 


er +r 
v=.f rama f da 
=-f -F 


hs ; — 
== 3 4aw/y2 A = , 
S a si Fic. XIL-24. 


-Y 


wz 5 zp” y 
= 200 vr? + arc wn] = 2n%ar?, 
r 


-f 


Podemos escribir 


V — (n1r2). (214) 


y resulta que el volumen de un toro es igual al producto del área. del 
círculo generador por la longitud de la circunferencia descripta por su 
centro O, en su rotación alrededor del eje. Este es un caso particular de 
un teorema de Guznim (o de Parus) que luego veremos er la página 485. 
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Evidentemente si se considera que la curva gira alrededor del 
eje y. la fórmula para calcular el volumen engendrado en la rotación 
será: 


d 
v=f ¿0? dy, 


donde gly) es la ecuación de la curva y c y d los valores extremos 
sobre el eje de las ordenadas. 

Si la rotación se efectúa alrededor de una recta cualquiera habrá 
que calcular la distancia de un punto variable de la curva a. la recta 
eje para hallar los volúmenes elementales y luego proceder a la inte- 
gración. 


EJEMPLO: 
Calcular el volumen engendrado por le parábola 
y=2+ tr — 


al girar alrededor de la recta y = 2. 
Siendo (y — 2) la distancia de un punto (x, y) de la parábola a la recta 
y =2, resulta: 


4 4 4 
V= f o —ad=nf (42 — epar=a | (1160 —- BN + rtidx= 
0) 0 D 3] 


EJERCICIOS: 


7 
ta 
te 


Sl 


ñ 


1. Verificar que el volumen del cono truncado generado por la recta 
y=iIi+l 


al girar alrededor del eje z y limitado por las ordenadas de r—1. r=—+ 


es 39x. j 


2. Calcular el volumen de la esfera generada por la revolución del círculo 
pe + ye => ra 
alrededor de un diámetro. 


4 
R: gan. 


3. Verificar que el volumen generado por la hipérbola 
noyza 


al girar alrededor del eje x desde 0 a x—a. es igual al volumen de 
una esfera de radio e. 


4. Calcular el volumen engendrado por una onda de la curva 


y = sen 25 
al girar alrodedor del eje x. 


1 
e En? 
A: A. 


X11] 


10. 


11. 
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Verificar que el volumen generado por la revolución de una semionda de 
la curva 


X 
y = b sen 3 
alrededor del eje x es igual a la mitad del volumen del cilindro circunseripto. 
Cakular el volumen engendrado por el área limitada por la curva 
Y= sectar 
2 


Í ¿ l 
el ele x y las rectas 2= * 55 al girar alrededor del eje z. 
R: 4, 


Calcular el volumen engendrado por la parábola cúbica 
yo 


al girar alrededor de los ejes, entre r=N y 12 


me 128. 96 e; 
R: Y, = 3; VYy=¿% ; 


Dado el segmento esférico de altura A perteneciente a la esfera de radio r, 


hallar por integración que su volumen «> altar — h). 
Calcular el volumen engendrado por la parábola 


1 
E 0<x<a, 
al girar alrededor del eje z. 


1 
E: 
R: q¿na?, 


Determinar el volumen engendrado por la astroide 


al girar alrededor del eje x. Verifiquese calculando el volumen generado 
al girar la curva alrededor del eje y. 


32 


E: 


xa?. 


« 


Calcular el volumen generado por la revolución alrededor del eje x, del 
área limitada por les curvas 


y=e*, y=0, 7=0, 2=2, 


Hallar el volumen generado por la revolución alrededor del eje zx de las - 
Áreas limitadas por: 


456 
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322. El área limitada por los paráboles 


33. 


34. 


35. 


35. 


y? tx, 
yz5- 1, 


gira alrededor de los ejes de coordenedas. Calcular los volúmenes que 
engendra. : 


176 
——R. 


R: 10x; 3 


Calcular el volumen generado por la hipocicloide (astroide) 
x=acos r, 
y =—aseni:, 


el girar alrededor del eje z. Compárese el resultado con el obtenido en el 
ejercicio 10. 


Calcular el volumen engendrado por un arco de la cicloide 
x= ali — sent), 
| ¿=a(l — cost), 
al girar alrededor del eje y. 
R: 630%, 


Dada la curva 


calcular el área del bucle y el volumen generado por dicha área al girar 
alrededor del eje x. 


256 64 
R: Áá=>3p5 V==>3* 


Calcular el volumen generado por la curva 


al girar alrededor de la rerta x= 4. 


35 


Calcular el volumen generado por la parábola 


y 


12 byrt=1 
al girar alreteior de la recta x + y= 1. 


ed a 3 1 
Solución: Siendo la distancia el de un punto (E. n) de la parábola 1% + y% 3, 
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a la recta 1 + y -—1—0, igual a d= 
elemental V2 dE, resulta: 


v=a f Pia == van |" (E+ n— DE = 
Úv e 4 


y la altura del cilindro 


x 1 . 
= AS E2+ (1 —2 VE + E)2 + 14 28(1 — VE)? — 2E— Mi— VE) = 
v 


38. Calcular el volumen engendrado por la hipérbola 
r=+ 
al girar alrededor de la recta zx + y = 5. 
R: 2.28, 
30. La ecuación de la parábola representada en la figura es 


rail 


Calcular el voluwnen generado cuando el área 
32 


a) OAB gira alrededor del eje x; R: ZA 
b: OBB_5,, ñi de AB: R: sn 
| 224 
c) OAB 3 w » CA; R: Der 
dd) 048, E del eje y; R: 8x. 
er DAC O, sh PA Ro Br 
DOAC O de CA; R: = a. 
Z 
e) DA O, a . AB; h: La 
Fi. XIE26. 
Ñ 128 
hy) OAC a del eje r: R: A 


+0. Calcular el volumen engendrado por la cardioide 
o=2(1 —c«0s 9) 
al girar alrededor del eje polar. - 
Solución: Por ser r—=aQacosd; y=osens* resulta: 


ri A 
V=ií / dro "f oc senté ip cos 9 — ysenó) de. 
s1 e 


En nuestro ciso 
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Ú 
v=a f 4(1 — cos 9) sen? 9 (4scaY cs 9 — 25en 09) dé = 
Lu 


.4 
= wn í1—2c08 9 + cos? 9) send y (20059 — 1) 49 = 
y Xx 


0 i 
= sn (4c059 — 1 — 5cos2 9 + 2c083 9) (1 — cos? 9) sen $ de = 


0 
= an (1 —4c05 0 + 4co82 9 + 20058 9— 5 costó 4 20085 9) (cos 9) = 
z 


4 y 
= Bal cos 9 — Zoo o 4 ¿co O zos — 00069 + caso] =Sn. 
2 z 
41. Calcular el volumen generado por la revolución alrededor del eje x de la curva 
y=ze* 
desde r=0 hasta r— %, 
R: Sn 


42. Calcular el volumen engendrado por la curva 
y =xe*, 0<7% 0, 
al girar alrededor del eje r. 


1 
R:3 


43. Calcular el volumen generado por la revolución alrededor del eje x de la 
curva yY*(1 — x) = 1 desde el origen hasta x= 1. 


14. AREA DE UN SOLIDO DE REVOLUCION 


Sea AB una curva plana, rectificable, correspondiente a una fun- 
ción y = f(x), en un intervalo (a, bh) y consideremos el sólido engen- 
drado por la revolución de esta curva alrededor del eje de las abscisas. 

Siendo la curva rectificable puede tomarse como variable el 
arco s, contado a partir de un origen arbitrario fijo, Asi, las coorde- 
nadas x e y de un punto cualquiera serán funciones continuas de s. 

El área de la superficie engendrada por la porción de curva 
comprendida entre los puntos extremos de abscisas a y b es, por 
definición, el límite del área engendrada por la revolución de un 
poligono inscripto en la curva, cuando tienden a cero las longitudes 
de los lados del poligono. 

Llamaremos s; y Sax los valores del arco s correspondientes a 
los puntos extremos del arco de curva considerado y señalaremos 
sobre dicho arco una sucesión de puntos en los cuales s toma los 
valores 32, 33, ...; Su 
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Sean 1; e y, las coordenadas del punto de la curva correspon- 
diente al valor s; del arco. 

Inscribamos en la curva el poligono cuyos vértices sean- Jos 
puntos antes señalados y sea c, el segmento que une Jos puntos de 
coordenadas (55, Yi) y (ZHi.1) Yin1). Este segmento, al girar alrede- 
dor del eje r, engendra la superficie lateral de un tronco de cono, 
cuya área está dada por 


o- Ys + Y +1 
E 


Cs. 11] 

Evidentemente, el área engendrada por el poligono entero se 
obtendrá sumando todas las expresiones análogas a la [1], corres- 
pondientes a todos los cs; se tendrá, pues, 


pro 


eel 
an et +1 
2 EL 

t 


O 
expresión que, por suma y resta de un mismo. valor, puede escribirse 


se ¿ sb + lea i + 5 
27 $ PANAM QA ae si) cs 2 y LEAL 
11 2 3=1 2 


Fs — si) — cs] [92] 


Llamando M al máximo valor de y en el intervalo considerado, 
y teniendo en cuenta que c; es la cuerda del arco Siw — Si y que, 
por lo tanto, los corchetes que figuran en la segunda sumatoria son 
siempre positivos, puede asegurarse que esta segunda sumatoria será 
menor que 


22M Y [Cs+r— si) —05] = 2xM [Sar — $ — 205]. 
4-1 d= 


Como el arco Sa — si es, por definición, el Hmite del períme- 


n 
tro, Y, c;, del poligono inscripto, cuando c; tiende a cero esta ex- 

í-1 
presión también tenderá a cero. Por tanto, el área de la superficie 
de revolución que buscamos calcular será igual al límite de la pri- 
mera sumatoria de [2]. 

. Yi TY ia $ Pd 1 

Siendo —¿— un valor medio de y en el intervalo (si, Sis), 
en el límite tendremos que el área Á será 


Ba 


A = 2 y ds, 


a, 


Según que la curva esté expresada en coordenadas cartesianas, 
-paramétricas o polares se tendrán las siguientes expresiones del área: 
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460 
, a 
D A =2 f. y Vi + y dz. 
a, . 
(1) A = Lx y y VIEF yr da. 
(dí) a=9% f” osend ya + pde. 
EJEMPLOS: 


1%) Calcular el área de la supesficie de revolución engendrada por la curva 
4ty=x12-—lLinzx, para 1<1<2, 


al girar alrededor del eje z. 
2 


Como es a (+) rot vii (+20 decir 
2 zx 4 z 
di (=+3) dr. 
2 PY 
Se tiene entonces 


tino, Ni 
4033 f" (200 +3) ér = 


O 2 2] 1 PP = 
a +a—aiini-— ¡ln 2) , ri 


2*) Calcular el área de la superficie generada por la rotación alrededor del 


eje z de la cardioide: 
| rx =a(2c081 — cos 2t), 


y = a(2 sen t — sen 22). 


] de dl Ñ j 
Resulta dei =d1* 4dy? = (8 — 8cos1) = l60 sent y el area será 


a 1 
A= 2 al a(2 sen? — sen 211 da sen tdi = 
u 
7 1 1 1 1 1 cil Lo 
== ón f Ñ sen 5* cos 3! — + sen ze cos 51 (cost 1 — sen? 51 )juenz diz: 


z , de , 128 
pa caes f [se cost — sentí costí + senti cost qu = Ouen. 


r 
3%) Calcular el área de la superficie generada por la rotación de la curva 
0==4cos 0, 
al girar alrededor del eje x, al variar Y de 0 a ¿n 
Como es 0240042 es de =4d0 y el área resulta: 


. r hs A - x ' 
a2on fe csm VETA do = 329 $3 cos Y sen» ¿9 
» [a] 4 


0 
8ñ f sen? d20 cs Tom 
e 1] 


xu] 
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Es fácil verificar que el resultado es correcto pues la curva es una semicir- 
cunferencia de redio 2 y el área engendrada será una esfera del mismo radio. 


EJERCICIOS: 


Calcular la superficie del cono generado por la rotación alrededor del eje x 
de la recta y=3r desde z=0 hasta x=1. 


R: 48 vió 

Idem alrededor del eje y. 

R: 16 V10x. 

Calcular el área lateral del tronco de cono generado por la rotación alrededor 
del eje x de la recta 3y —2Qr+6 desde x= 0 hasta r=4, 

ñ: VE, 


Calcular la superficie del cono generado por rotación alrededor del eje z de 
la recte que une el origen: con el punto (z,, yy). 


R. xy, vai + yi. 
Idem alrededor del eje y. 
R: nx, vi + ri. 
Nótese que si m es la pendiente de la recta, las áreas verifican la relación: 
Á, — 
ea 
Calcular por integración la superficie de la esfera generada por la rotación 
del círculo de radio r alrededor de un diámetro. 
R: 4ur?, e 


Calcular el área de la esfera generada por la revolución alrededor de un 
diámetro del círculo de radio r = 3, 


R: 361, 


Calcular el área de la superficie generada por la revolución alrededor del 
eje z del arco de la curva 


A 
12% + 
desde x= 4 hasta z=3, 
208 
R: as 


Calcular el área de la superficie generada por la rotación alrededor del 
eje x del arco de la curya y =x*% comprendido éutre 1=0 y 1=3, 


R: zr(37 VET — 1). 


Determinar el área de la superficie de revolución generada por la curva 
12=x al girar alrededor del eje x en el intervalo (0, 4). 


R: — T- 
3 


152 
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Calcular el área de da superficie generada por la rotación de la parábola 
y=0%9-= x al girar el arco correspondiente al primer cuadrante, alrededor 
del eje z. 


«Ri 128,17, 


y 


Calcular el área de la superficie generada por la votación alrededor del 


eje y de la curva 8x => desde y =0 hasta y =2. 
TC — 

lo —— 117 1434 — 325. 
106 IA 


Deterntínar el úrea de la superficie de revolución generada por la curva 
y=x% al girar alrededor de los ejes en el amtervalo (0, 17. 


RR. 4. 1,1534 Ay = 3, $3 


z 
Caleudar el area de la superficie de revolución engendrada per da curva 


yu 5 Ed .4- c Po 


al girar alrededor de los ejes desde el origen hasta x= f. 


O Lu +Sh2): Ay =2(1 —eD). 


pe 


Calcular el área del elipsoide generado por la revolución. alrededor del eje z, 
de la elipse: 


X=ACO3t, y =bsent, 11] 
con a > b. 
Solución: Siendo 
de dr? + dy? = 02 sen? t + b2cos4= 
= cos? 1(b2— al) + al= (1 — cos? na, 


a —;¿ 


si es Á2= y 


» la mitad del área del cuerpo engendrado resulta: 


Tr 
5A= 2nab f sen ty1 — A cos? 1di= 
] 7 


T 
=— 2nab f* 1 — Becos?t dícost) 
o 


ab 
== % — + arcsenk) = 


Sar nt) 
y el área total será: 
a 


xn] 


10. 


19. 


20. 


EJERCICIOS +02 


-. 
_ 
E] 


Calcular cl área del eltpsoide generado por la revolución de la elipse 
con a<Íb alrededor del e z. ; 


[Téngase en cuenta que da excentricidad es AM EE | 
ata Ur O 7 
Ro la 642 (44 VIERA | = 20 [6% + Arg Shk ]. 


Calcular el úrea del elipsoide generado por la revolución alrededor del 
eje xa de la elipse 
12% q 10) = 120, 


Calcular el área del elipsolde de vevotución generado por la rotación de la 
elipse de scmiejes a y b alrededor del eje y. 


o Cie ee L+A 
R: Za (e + 7 Arg Th k + a E 


Calenlar el área de la superficie generada por da roltarión. alrededor del 
ejo o: de da curva voze tt desde r=0 bastatz= %. 


R: x[vZ+om EE va | 


Calcular el área de la superficie de revolución generada por la rotación de 
la estroide 


alrededor del eje x. 
(Obsérvese que la integral a resolver es impropia y woódia conto se indicó 
en la pág. 395). 


: az 
R: ona 


Calcular el área de la superficie engendrada por la rotación alrededor del 
eje x de una onda (bucle) de la curva 


80n%y? = a? — yt. 
1 
R: qe. 


Calcular el área de las superficies generadas por la rotación alrededor de 
los ejes de la curva y 


Sal xy = xt + 3a* 


desde r =«a hasta x — Za, 


Calcular el área de la superficie generada por la rotación alrededor del 
ele y de una onda de la curva 


y = sen z. 


E 


— mor arás anas Y UL UVIIN [Car. 
Solución: 
pa y y . 
Amon f” y VF7 Td =0m f senzvyi + cost adr= 
z e 


=-0 f" Yi a 


Haciendo la sustitución z=cosx el nuevo peado de integración resulto 
(1, — 1) y tenemos: 


.. =1 
aa fra all rTa 4 jane] = 
1 | 1 


= 21 (V2 + Arg Sh 1) = 29] VE + ¿in (3 + 22] - 144. 


Verificar que el área de una zona esférica de radio r es 2xrh, 


(Considérese la zona generada por la revolución alrededor del eje x, del 
arco y2z5r2-— 12 desde x=zc hasta 1=c+4). 


Calcular el área de la superficie generada por el círculo 
=6+4sen 21, 
y=%-— 4cos Y, 
al girar alrededor de los ejes coordenados desde 1=0 hasta 1=x. 
R: A¿=6%1?; A, = 9x2. 


Calcular el área de la superficie generada por la rotación de la cicloide 
(una onda) 
z=r(t — sen l), 
y =rí(i — cost), 
alrededor del eje x. 
R: xa. 


El toro se genera por la revolución de un circulo de radio a alrededor de una 
recta de su plano a distancia b del centro (Bb > a). Demostrar que su área 
es +utab. 


(Hágase girar alrededor del eje y el erco z=b+acost; y =asent de 
¿=0 a 1=2m), 


Calcular el área de la superficie generada par la astroide 
TT COS Y, 
y = seni z, 


al girar el arco comprendido en el primer cuadrante, alrededor del eje z. 
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29. Idem alrededor del eje y. 


30. Calcular el área de la superficie generada por la rotación de la curva 
| =4+ 32, 
( yr=6- 48, 


alrededor de los ejes de coordenadas, de 1=0 a t= t. Trácese el gráfico 
y verifíquense geométricamente los resultados, 


R: A¿=40x, A, =5%% 


31. Calcular el área de la superficie generada por la rotación, alrededor de cada 
eje, de la curva 


re sent, 


y = ef cost, 


1 
dusde ¿2 =0 tiasta £ =>54. 


ES 
2x2 2/2 
HA E z 1(er —2), A, = o Qe + 0D. 
32, Calcular el área de la superficio generada por cl arco del quiraer cuado nto 
de la cardiride o=1 «sé ad guer alrededor rel eje Y 
ja , 
FR: -(3v2- 22m 


td 


33. Ualenlar el área de la superficie generada por la Termmuiiscata 
nt 105 20 


ad gear alrededor del eje o y delo vje e, 


7 , 
Me Ay RE A E 


Cavíruto Xul 
APLICACIONES FISICAS 


En numerosas cuestiones de física se aplican conceptos del cálculo 
infinitesimal. Tal es lo que ocurre con la velocidad y aceleración de 
un cuerpo que pueden ser definidos como la derivada primera y 
segunda, respectivamente, del espacio respecto del tiempo, 

Veremos ahora como los momentos de diversos órdenes y los 
trabajos realizados por las fuerzas se pueden expresar, en Ciertos 
casos. mediante integrales defmidas. 


Empezaremos por recordar los conceptos de momentos en el caso 
de sistema de ¡untos. para pasar luego al caso de magnitudes conti- 
nuas. basándonos siempre en las consideraciones intuitivas en que se 
funda el técnico al nplicar el cálculo integral. 


1. MOMENTOS DE UN SISTEMA DE PUNTOS MATERIALES SITUADOS 
EN UNA RECTA 


Considererns sobre una recta. una serie de puntos A. B., ..., L 
de abscisas conocidas lr, Yo. .... fa, respecto de un origen O y una 
unidad dados. 


Fic. XIMI-1. 


Supungamos que en cada punto se hallan condensadas masas: 
Mi, M2, ---, Ma. Brevemente diremos que los puntos A, B, ..., L 
son puntos materiales. 

Definimos como momento de primer orden M“” o momento está- 
tico respecto de O a la suma de los productos de las abscisas por las 
masas correspondientes: 


ñ 
M' =p treat... +mjia= Y mix;. 
t=1 
Análogamente se define el momento de segundo orden M'?* 
o momento de inercia respecta de O a la suma de los productos de 
las masas por los cuadrados de las distancias a O: 


»n 
o E 2: 2 2 
MO = máútmalioo.. + mai Yom 
4 1 
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y en general momento de orden r: M'” respecto de O, a la suma: 


1] 
MO = mil + mat... mis mz. 
A 
Consideremos ahora la siguiente cuestión. Si se cambia el origen 
de abscisas, ¿el momento M'Y, o sea el momento estático, se anula 
para algún valor conveniente del nuevo origen? 
Llamemos G al nuevo origen y sea x¿ su abscisa, Las distancias 
de los puntos A. B, ....La G serán: 11" Za, Xu Xq, -..: Ta — Za 
y el momento correspondiente será: | 


MY = m(2, — Xo) + malta — Za) +... + Malla — Te) += 0, 
o sea 
DTUXE A Maa do AR — ZE MA E Ma E Ma) RW, 


y en definitiva ] 


MiXy $ Mara AM Y m;x; le MB 
Mottm+... + Ma S mi _ M 


si se designa con M la suma de las masas My, Mo, .... Ma. 

Este valor 16, que si se adopta como origen anula el correspon- 
diente momento estático. se denomina centro de masas o centro de 
gravedad del sistema de masas m; distribuidas en los puntos de abs- 
cisas Hi. 

El centro de gravedad G es independiente del origen de coorde- 
nadas. En efecto, si adoptamos un nuevo origen O, de abscisa xg las 
distancias a O, serán las diferencias (1; — 10) y el centro de grave- 
dad respecto de O, tendrá como abscisa 


Y (xi ole A — Lo = Yo — Zo 


y esta es la abscisa de G en el nuevo sistema. 


XG = , 


Ejercicios: 


i. En los puntos de abscisas l, — 3, 5, — 4 se han colocado respectivamente 
las masas 7, 5, 2, f. Calcular los momentos de primero y segundo orden y 
determinar la abscisa zg del centro de gravedad. 


R: MO=7 (1) 4+5(-3)+2(58)4+1(-4)=-2 
MBD=7(1) +5(9) + 2 (25) + 1 (16) =118. 
MU —2 2. 2 
SATA | 
2. ¿Qué masa debería ponerse en el punto z == — 4, del ejercicio anterior, dejando 
los otros invariables, para que el origen resultara ser el centro de guavedad? 
R: 0,5. 
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MOMENTO DE INERCIA MÍNIMO: Puesto que el momento de inercia. 


MO =5 mk está dado por una suma de cantidades positivas, no 


podrá anularse por un cambio del origen de coordenadas. Tiene 
sentido en cambio esta pregunta: ¿para qué origen de coordenadas 
será minimo el valor de M'?*? 


Llamemos zp al nuevo origen de coordenadas. Resulta, conside- 
rando que en las sumatorias í varia de 1 a n: 


MP = Y milz;— xo) = Y milx% — 2xyx, + x2) =- 


i=1 (=1 
ds kid A 
= y mii? — 274 Y mix; + xi Y mi. 
i-1 ¿-=1 4 
De acuerdo a las notaciones anteriores resulta: 
MP = MY -— 27.M' + 25 
Puesto que es M'U = Mz, se tiene: 
MY = MO — 2x%0:M x. + 25M MP 4 Mx 2xula + xo xa) 
= MO 4 Mx, — 213 -— Mz. 


El único término en el que intervene x es el segundo, que al 
ser un cuadrado es positivo o nulo. El valor minimo que puede tomar 
M'” por variación de x.. es el que anula a ese termino, lo cual ocurre 
precisamente para Xy = X. Por consiguiente resulta: 

El momento de inercia de un sistema de puntos materiales situados 
sobre una recta es mínimo cuando se adopta como origen el centro de 
gravedad y su valor es 


MP = MOM, 
Pademos escribir esta relación en la forma 
MD=MP RM 
que expresa el teorenia de Steíner (también llamado de Hiovyoness): 
El momento de inercia de un sistema de puntos materiales respecto 
de tun punto es igual al momento de inercia baricéntrico más el pro- 


ducto de la masn total del sistema mudtiplicada por el cuadrado de la 
abseisa del centro de gra edad. 


APIICACIONES A La ESTADÍSTICA: Ex el cálculo de probabilidades 
v en estadistica se utilizan también dos conceptos de momentos en la 
sigmente forma. Se considera que una variable discreta X tlamado 
variable aleatorias es capaz de tomar diversos valores 2 Mo 
con probabilidades pi po. pa respectivamente, de modo que la 
probabilidad total <ea y vá sm] 


i 
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Puede concebirse que en cada punto de abscisa 7, se ha colocado 


una masa p, y para este sistema de puntos materiales están definidos 
los momentos: 


Ma = > PiZs, MO = Y psi? MO = S pal, Mw = 3 part, . .. 


El momento M"* que correspondia a la abscisa del centro de 
gravedad, se denornina esperanza matemática E(X) a valor medio x 
de la variable aleatoria X y se escribe habitualmente x= E(X) = 
= 2 pits. | 

El momento de segundo orden M“% es minimo, de acuerdo a lo 
visto anteriormente, cuando se toma como origen el centro de grave- 
dad x. Para este valor mínima del momento de segundo orden se tiene 


el valor M(2 que se designa como a? y que por lo tanto resulta definido 
por la relación 


o = MV — (27 = 3 pai (E pias)" 


(pues M=Xp;¡= 1). El valor o se denomina desvio cuadrático 
medio o desviación standard. 


EJEMPLO: 


Consideremos como variable uleatoria X los puntos que se obtienen al arro- 
jar dos dados. 

Cada dado puede presentar los puntos 1, 2, ..., 6 y los dos juntos las sumas 2, 
3, .,.. 12, Estas sumas no tienen igual probabilidad. Así la suma 7 se puede 
obtener con cualquiera de estas combinaciones: 1 y 6,2 y 533 y 4: 4 y 3: 5 y 2, 


6 
G y 1. La probabilidad de la suma 7 es por consiguiente E 


El cuadro de valores para la variable X es: 
(qu A E A A 
e O O A A A 
Edi NE E E E E E E 


Entonces el valor medio es 


PELE RFP 30 +42 +40 436430 +22 + 12) =7, 


Sp 1 — (232 5,83 


y la desviación standard es 62,41. 


Se observa en este ceso que entre los valores 7 — 20 y 5 420 está aproxt 
madaruernte el 05%, de los casos teóricos que se presentan. Este resultado es de 
carácter general en las distriburiones ilamadas “gaussianas” (ver pág. St. 
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2, MOMENTOS DE UN SISTEMA DE PUNTOS MAY FERIALES SITUADOS 
EN UN PLANO 


oo. L situados 

Y en un plano, cuyas coordena- 

das en un sistema cartesiano or- 

togonal sean (2: Jud. (Ka: Yu. 
“> (Zas Ya). 


Consideremos ahora » puntos materiales 4. B, 


Si en cada uno de ellos con- 
sideramos concentradas las masas 
Amy. Ame. 2. Ary. podremos 
definir los momentos respecto de 


un puato o de una recta. Asi 
Fico. MIL, resulta: 
Momento de primer orden respecto del eje de las absersas: 
z » 
MO = Y y¿Ami. 
5="] 


y en general momento de orden r respecto del mismo eje: 
»N 
Mi" = 2 y¡Am,, 
rn. 4 


pues y; es la distancia del punto al eje considerado. 


Análogamente el momento de primer orden respecto del eje de las 
ordenadas es 


MP = Y x:Am,, 
i=1 
y en general el momento de orden r respecto del eje de las ordenadas: 


”n 
Mi" =$ x¿Ams. 
t=1 
También en este caso es posible determinar un punto G de coorde- 
nadas (25; Ys) tal que los momentos de primer orden respecto de 
dos ejes que pasen por él sean nulos. Lo demostraremos utilizando 
dos ejes paralelos a los primitivos. Resultará entonces 


MP = Y (2; —20) Am; = Ex; bm; — Za Am, 
MZ = Y (Yi — Yo) Ami = Y yi¡ Ami: — Yo 2 Ams. 


Siendo 47 = Y Am; la masa total, resulta que estos momentos se 
anulan si es 


(1) 


(41) 
y = 1: Army _ : ya == 2H 0 — M: 
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El punto G asi determinado es tudependiente del sisterma de ceor 
denadas etogido. En el caso de elegir otros ejes puradelos se repite la 
demostración que bemos hecho para el caso de puntos alineados; si cn 

cambio se hace una rolación de un úngulo q a que utilizar la, 
conocidas fórmulas de trauslorimación de cuordenadas: 


( e a cos q ysenq, 
(A 2 sen poh y COS (p. 


Resulta asi que el momento estático o de primer “orden de un 
sistema de puntos respecto de un eje baricentrico es nulo. 


MOMENTOS DE INERCIA: Si se consideran los cuadrados de las dis. 
tancias a un 6je se tienen los monientos axiales de 2 orden O muo- 
mentos de inercia: 

"» 
AU = Sy? Am. 


dei 


” 
A a A 
También se definen les momentos polares de inercia respecto 
de un punto. En particular, si d; designa la distancia de cada punto 


al origen resulta: 


MP = Y dAm, + Nx 4 y Am 


t 


en virtud del teorema de Pitágoras, con lo que se obtiene 
MD = MP + ME 


El valor A definido por la relación M'? = MA? se denomina gira- 
dor, radio de giro o radio de inercia del sistema material de masa 
total M. Este valor A determina el radio de una circunferencia sobre 
la que habría que distribuir la masa M de un sistema dado para 
obtener el mismo momento de inercia respecto de O. 

Además se definen los momentos centrifugos MY! respecto de 
dos ejes. Para el caso de los ejes coordenados es 


A MO = xy Am:. 
f=1 

También. en el plano se verifica el teorema de Steiner: “El mo- 
mento de inercia de un sistema de puntos Y 
materiales respecto de un eje de su plano 
es igual al momento de inercia respecto 
de un eje paralelo que pasa por el centro 
de gravedad G más el producto de la masa 
total multiplicada por el cuadrado de la 
distancia d entre los ejes. i 0” Fr. XII. 
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MO = MP + Mé. 
La demostración es análoga a la efectuada anteriormente. - 


El lector demostrará fácilmente que el momento de inercia centrí- 
fugo MP de un sistema de puntos materiales de un plano está vincu- 


lado al momento centrifugo M£ a , respecto de dos ejes paralelos a los 
anterjores que pasan por G, Es de relación 


MY = M2) + Mzoyo, 


donde Zo, Yu son las coordenadas del centro de gravedad y M la masa 
total del sisterna. 


3. MOMENTOS DE LINEAS, SUPERFICIES Y. VOLUMENES 


Para definir los momentos de los cuerpos reales y continuos 
habrá que dividirlos en nr partes, considerar cada una de las masas 
correspondientes concentradas en sus respectivos centros de gravedad, 
calcular el momento como si se tratase de puntos materiales aislados 
y luego pasar al límite cuando n > x. Este limite será, de acuerdo a 
lo ya visto, una integral definida. 

Cada una de las masas Am, de las porciones en que se ha dividido 
el cuerpo será igual al producto del volumen Av; por la densidad A. 
que en lo sucesivo supondremos constante. 

Cuando una de las dimensiones predomina sensiblemente sobre 
las otras dos, la masa Ám; será el producto As; del arco por la densidad 
hineal y cuando sólo una de las dimensiones sea despreciable la masa 
será igual al producto 46; de un elemento de superficie por la densidad 
superficial, 

En general para determinar los momentos de los cuerpos conti- 
nuos es necesario utilizar integrales múltiples que no tratamos en este 
volumen, pero en muchos casos será posible calcularlos utilizando 
integrales simples. 


MomENTOS DE UNA LÍNEA: Consideremos un alambre que puede 
asimilarse a una curva tal como aparece en la figura 4 el arco AB, 
dado que la longitud predomina sobre el ancho y el espesor. 

Si la densidad lineal del alambre es 5. la masa de un arco PQ = 
será 9- As y los momentos respecto de los ejes de las abscisas y . 
nadas serán, respectivamente 


yó- As; x3- As. 
Formando ahora la suma de los productos análogos en una división 


hd : . 
del arco AB en n partes se tendrá 3 Y y¡As; y pasando al limite 


i>1 
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cuando n > e y cada intervalo parcial tiende a coro, resultará como 
momento estático la integral definida: Y 
b y 
Mp =sf y ds 7 E 
a Á A 
4 
y en general como momento de orden »: 
. t 
» 
dy QM) —<k eN 17) EZ : p 
M4. of IPS Fc, XTILA, 


Considerando las distancias al eje Oy: se tendrán análogamente 
los momentos respecto de este oje: 


y 
Min= y zx ds, 


b 
Mid A 2" de. 


3 


“a 
Ly 


eE 


Eh--- 


CENTRO DE GRAVEDAD DE UN arco DE curva: Definimos com 

Y i HT, centro de gravedad de uma fi- 
gura a un punto tal que resul. 

fer nulos los momentos estáte 
cos respecto de cualquier eje 


) l ' A ZE : A : 
Al | que pase por él, En particalac 
: poa consideraremos dos ejes para- 
I i - Ña 
: ts 14 lelos a dos ejes coordenados. Si 
l 1 ] 
po A E: : se3brata de un arco dl coma el 
. 
E: de la bignra 3, de acuerdo cta 
! 4 e ha. ] 
: delimición de momento esti. 
oO 4 lo Y A resulta 
Fic. XUTS, | | 


q *, . . »y Ñ jua e 
A j ie adds 0 0 / NS E j DES 
.. 17h J > FA .. E 
el, 


E . SN . 
ñ / Ly = Y.) dds Ese (9 0 / y dy Ve f EN 


e- y “E 


Por consiemiente. las cordenadas del coblro de gravedad de una 
linea de longitud s están dudas por las relaciones 


Multiplicando tumeradores y deneminadores por Ñ estas vela 
ciones muestran que el momento de mareo respecto de qa eje usd Fil 
al memento de toda su masa comentrada en elo regio de grasedenl 
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Eiemrios: 
195 Hallar el centro de gravedad de un esco complelo de la cicloide. 
( x=r(t—senf) 
para 0< 1< 2x 


Í v=r(íl — cost) 


Siendo del = de + dy! = rr? 1(1 — c0s1)2 4 sen? 2] de = 


y r p Z 1 y 
= 172 2 cost] de? = 4% sen? 1 de 


=- 
es 
H ai 1 y 7 
ds = Irsen=edt y s$= dr sen tdi = +r] — c0s —1 —= Br. 
” S ) j 3 
as. o ml - Jo 
Las coordenadas del centra de gravedad son 
1 22 Ae 1 í a 
A rit— sent 2rseas di —-Bar? o sea 7 Mr; 
z Sr E Y 
yv 
1 


ex a E en 113, 4 
= =- ríl — cost) 2r sen = E 
¿ d 2 Br 3 eS 
En realidad, en el caso de la cicloide se evita el cálemlo de x¿, puesta que 
por razones de simetría debia encontrarse en el eje de simetría, que es la 
recta «de abscisa £= 2x5. 


2%) Hallar el centro de gravedad de un 
arco de circunferencia. 
Sea AB un arco de uma coreunferencia 
de radio r y centro O. que supondre- 
mos referido a un sistema de ejes 
cartesianos de origen (0 y orientado 
de modo que Or sea eje de simetría 
del arco. 
Entonces la abscisa del centro de gra- 
vedad será nula y para calcular la 
ordenada habrá que aplicar la fórmula 


[2] 
f y ds 
a Le 


siendo s la longitud del arco AB. Designemos con q el ángulo que forma 
el radio OP con el eje de las ordenadas, siendo P un punto variable entre 
Ap =—a) y Bip=>+). Resulta entonces 


Fic. XIHL5. 


Ya = 


Y =recosq. ds = rdq. s$= AB= 2ar (a en radianes). 


a . a 
f rcosy 7d r | sono] 
e ez sen a 


= =r 


Mar Yau o 


Yy= 


X114) EJERCICIOS 


Expresado en función de la cuerda AB=2rsena y del ar. 
resulta 


Es decir: El centro de gravedad de un arco de circunferencia es: 
sobre su eje de simetria a nna distancia del centro igual al produ > 
dio por el cociente entre la cuerda y el arco, 


Casos particulares: 


1%) Si el arco es el cuarto de circunferencia de radio r $: - 
primer cuadrante, G debe hallarse sobre la Y 
bisectriz de este cuadrante. 


1 
Como la cuerda es r v2 y el arco xr. 


pon 


resulta 


2/2 


OG = r. 
ñ 
A 
Las coordenadas del centro de grave- 
dad son, entonces: Fo. XI 

o 2 59 2 

IG =0G vos 45% = —-r; y = 06 sen 45% = —r. 
R 


2%) Si el arco es la semicircunferencia correspondiente « 


y 2 
meros cuadrantes, será 1¿=0; y¿= ==" 


Ejercicios: 
1. Hallar el centro de gravedad del arco de la parábola 


Y =4z 
en el intervalo 0 < 1 < 4 


RM: 1 =1,64; y, = 2.29. 
2. Determinaf el centro de gravedad del arco total de la cardioide 


o =a (t + cos 0). 
4 
BR: 24 = ga Ye= 0. 
3. Dada la hipocicloide 
r= cos34, y sem? tf, 


Je 
verificar que el centro de gravedad del arco comprendido en el " dll 
cuadrante tiene las coordenadas 17 = yg = 0,4. 


4. Hallar el centro de gravedad del arco de la curva 
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a. 
z=8, y=t=-3 
para —1€1t< +14. 
2 13 
R To =33 Ya= 3 


5. Hallar el centro de gravedad del arco de catenaria 
y=Chx 
comprendido entre las abscisas x=0 y x= 1. 
R: x= (Shi — Chi +1): (Ch1 — 1); y =(Sh2 + 2) : Shi. 


6. Hallar e) centro de gravedad del arco de la curva 


o=e 
desde 9 =0 hasta 9 ==2. 
_d e-2 _1 241 
R: 16=35 3871 "0% Y=3 AT 2 


CENTRO DE GRAVEDAD DE UNA SUPERFICIE: Consideremos un recinto 
limitado por una curva y -= fíx), el eje de las abscisas y las ordenadas 
correspondientes a 1=ma, x= bh, Determinaremos las coordenadas 
Za, Ye del centro de gravedad G de esta superficie por la condición 


FG. XUU-E. 


de que los momentos estáticos respecto de dos ejes que pasen por ( 
sean nulos. Plegimos para ello los ejes (7%, Gy* paralelos a Jos ejes 
coordenados. Dividimos el intervalo (e. vn n partes de amplitud Áz. 
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Corresponcientemente tendremos rn fajas de base Az y de masa y Ar - 3, 
Consideremos esta masa concentrada en el centro de gravedad g de la 
faja, que tiene por coordenadas —aproximadamente—- los valores 


1 
z y y 

Los momentos del punto material g respecto de los ejes Gy”, Gr” 
serán respectivamente 


yAx:9-(x— 2a); y Ax-5: (hy — yu). 


Sumando las n expresiones análogas y pasando al límite se tendrá 
como expresión de los momentos estáticos respecto de los ejes Gy”, Gr”: 


y y 1 
sf y(x — Ha) dx; sf Y (GY — Yo) dx. 


La anulación de estas integrales implica, respectivamente: 


1) 1 1 b y 
fixrd=x f y dx, af ya dx = yo f y dx. 


bd 
Como es f y dx = A. siendo A el área de la figura. resultan 
a 


+ 


como coordenadas del centro de gravedad G: 
1” O 
lp = SF xy dr: pda EE 


EJEMPLOS: 


1% Calcular el baricentro del cuadrante de circulo 
de radio r. 


: MN ] . 
Como el área del recinto e: 1 = ue será sufi- 


ciente calcular los numeradores de 7, e Y. te- 


miendo en cuenta que es 2í -32%=r?, 0 sea 


ES 
pe r 4] 
Resulta xydr= rvriordizo oa 
, € 7 » o L 
t y mn 1 á O 7] d 17) 
— - — lr e o — - — 
3 E e e Y 
Tr as % pa 
Ñ +r 
Se tiene entonces 1. =Yg == 3-* 
' rt 2 
31 z 
(Es evidente que por razones de simetría debía ser £, 234, y que ero safe 


rente calcular uso sólo de estos valorosó. 


2% Caloular el erntra de gravedad del inca Hnutiede paro taa setenta dle 
la curra 
122 sen 7. 
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El area encercada por la curra y el eje de las 5 es. como se via en la pa: 
gma 367, A —= 2; se tiene elndonces: 


1 ES ” 1 = 1 y 
y =:5 rsen 4 e > SOX A CU => 
pa se E ¿a Ñ 


> 
y 312 


e 


e E > E 1 z 
Y =35 sen?rdrz-Í31 — q sen acosa == 


dal 


3% Hallar el baricenteo de una superficie triangular, 

Considerenios un triangulo de base b y altura A y ubiquemos fos ejes voor 
denados en de forma que lo indica la figura. 
En base a lo semejanza de triámgulos cosita 
em el pbuiangulo TOR: 


A 
> 
1 


Entonces «e tiene: 


Eiu. XI11-10. 


e Y; v bp” b r » bp" hr ; 
de PEA AE O A ? Via E 
$. Y» AY 3, y h ( dy ¿= he f J d) + A 3 = 3 bh 


G % v 


sd dan E Ps 
El cálculo con da otra parte del triángulo OST da aráalogamente 3? fi oy 
, Soba dis 
el tutal se obtiene sumando: zer. 


Como es 24 = hh resulta: 


Dado que a este resultado se llega partiendo de cnalquiera de los lados, se con- 
cluye que el centro de gravedad de un triángulo se encuentra en el punto de 
intersección de las medianas, que es el único punto que está situado sobre 


las paralelas a los las trazadas a z de la alturi correspondienta 


Observación: listuitivamente es evidente que el centro de gravedad de un 
triangulo debe encontrarse en el punto de intersec- 
ción de las medianas. Basta trazar una serie de 
rectángulos inscriptos tal como aparecen en la figu- 
ra y observar que el centro de gravedad de cada 
rectángulo está en el centro geométrico. Aplicando 
en cada uno de ellos un vector proporcional al área, 
resultará que el punto de aplicación del sistema 
de vectores paralelos debe encontrarse sobre la 
mediana. Fta. X1T-t1. 


CENTRO DE GRAVEDAD DE UNA FIGURA COMPUESTA: Sea determinar 
el centro de gravedad de la parte rayada de la figura limitada por los 
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ejes coordenados y la circunferencia de radio r tangente a estos ejes. 
La zona rayada es la diferencia entre el cuadrado de lado r y el cuarto 
de circulo. Conocemos Jos centros de gravedad Gr y €) de estas dos 
superficies. Por razones de simetria las dos coordenadas buscadas 
deben ser iguales. (, liene coordenadas 
a ed 
Te = Y, 7 
: MBR 
v el área de la superficie del cuadrado 
es Aly 47, 
Co tine por coordenadas de acuer- 
do a lo visto al calcular el cuasirante 
del circulo 


El área correspondiente es «da 27 qur. Fro. XUL-12. 


| e A 1 
La superficie ravada es 1 que = (1 23D y de acuerdo 


a la definición de ceniro de gravedad es 


. Ñ Ba 4. 10 — 31 
Ly (1 S a e Eo o AS dl En Ss 5 q MEA rn 
es decir 
10 — 3x 
Za ya = FT 02 r 
FIERCICIOS: 


1. Hallar el centro de gravedad del área limitada por la parábola 
y=x2%, 
el eje de las x y la recta x=a 


: 3 3 
R: E =234 Yo=3 2. | 
2. Idem del área encerrada por la curva 
Y =C08 1, 


para 0<7<; n y el eje de las abscisas. 
1 1. 
A: Eg EA 1 ya ¿A 


3. Idem del área limitada por el eje y y la curva. 
x=?%y-y 


CENTRO DE GRAVEDAD DE UNA SUPERFICIE [Car. 
Idem del triángulo cuyos lados son los ejes y la recta 
O AN 
í 1 
R: x= za Yo =3). 
Hallar el baricentro de las áreas limitadas por las siguientes curvas: 


y” =4x, 15. BR: 1=3; r¿=0 
y=",1=27=0 R: == 7 
y=a?. y=2x 43. O A Y.=7- 
yzatm—lr3, y =86x7—x382-3 R: 2=2 ra=1. 
ya y=r(0<7<1). Modo == zp 


Determinar el centro de gravedad del área limitada por Jos ejes de coor- 
denadas y la parabola 


1 E 
+ y? ES ar. 


A ze 


Determinar el centro de gravedad de las áreas encerradas por las siguientes 
curvas y 1ectas: 


zer. y=0 O A 
12 
E E Rory=0 Ye ==" 
5 

ha 3 
TYPE R: g= 3 est: 


Hallar el bariceruro del área correspondiente al primer cuadrante de la 
elipse 


ta + 
di li= 3 y s 


“a TT 2, 
me 


Hallar el centro de gravedad del área del triángulo curvilínea determinado 
por el círculo 224 +2 =r? y las rectas 2=r. yr. 


ve = Br y= 
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17. Determinar el centro de gravedad del área limitada por la cisoide 
y (la-—1I=2 
y su asintota x = La. 


FR: zo =34; Ya =0. 


18. Hallar el centro de gravedad del área limitada por la curva de Agnesi 
ay = el (2a — y) 
y el éje de las z. 


19. Mostrar que el baricentro de un sector circular de radio 7, de ángulo cen- 
tral a está a la distancia S senza del centro del circulo y sobre la bisec- 
triz del sector. 

20. Hallar el centro de gravedad del área lirmitada por un arco de la cicloide 

x= r( -— sent), y=r(l — cost), 


y el eje de las zx. 


Ri = ir. 


CENTRO DE GRAVEDAD DE UNA SUPERFICIE LIMITADA POR UNA CURVA 
DADA EN COORDENADAS POLARES: Sea p = f(9) la ecuación de una curva 
en coordenadas polares. Dividamos en n par:es el sector (a. f) 
«que limita el recinto. En cada una de ellas corrmideremos un sector 
circular de radio w; y de amplitud A%, o un triengulo isósceles de 


9 
base ys 4%; y altura es. El centro de gravedad G; está situado a 3 


de la altura de este triángulo (pág. 478). Las coordenadas cartesianas 


( € 
de este punto son 50 cos d;; 50 senO;. Si toda la superficie del 


triángulo lo A9, está concentrada en este punto, los momentos está- 


ticos respecto de los ejes Oy. Ox serán: 


0 - 


p? cos IAH; 


ai Dalma 


q? sen 9,49,. 


Sumando todas las » expre- 
siones análogas y pasanilo al linm- 
le se henen las integrales Eo. MHT-13 


48 CENTRO DE GRAVEDAD DE UN SOLIDO [Car. 


8 B 
z S e? cos Y de; z f pS sen 9 dd. 
a 2 


Dividiendo estus valores por el area A total se tienen las cuorde- 
nadas del centro de gravedad G: 


1018, 1 fa 
_ $ cos Y dd; “G 34f o* sen 9 d9. 
3A f E EA," 


úl 


EJEMPLO: 


Calcular el centra de graved::!] del cuarto de circulo p ="r para Y variando 


1 
de 0 a 3% 
tt, 1 3 +r 4r 
El área A es mi; 1, =— A 
+ 2 30” 31 
Z 1er 9 
+ 
resultado que coincide con el hallado anteriormente utilizando coordenadas 
cartesianas. : : 
EJERCICIOS: 


í. Hallar el centro de graverftad del área total de la cardioide 


e =a(1 + 059), 


Ed 


5 
R: x, = ¿5 Yo = 0. 


2. Verificar que la distancia al origen del centro de gravedad del área ence- 
rrada por una hoja de la curva 


p=2c0s 29, 


128 ay2 


igual 
es igual a 1057 


3. Idem del área de una hoja de la curva 


Q =80c0s 39, 


es 41 81av3 


Tex 


CENTRO DE GRAVEDAD DE UN sóLIDO: Procediendo como en el caso 
de lineas y superficies, se puede calcular el centro de gravedad de un 
sólido, imponiendo la condición de anulación de los momentos respecto 
de planos que pasan por él. 

En ciertos casos, cuando hay condiciones de simetría, se pueden 
expresar los rromentos mediante integrales simples y éste es el único 
que consideraremos en este tomo, dejando para el otro el caso general 
que exige el empleo de integrales múltiples. 


Así si el sólido se origina por la rotación de una curva y = f(x) 
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en torno del eje Ox, sólo es necesario determinar el valor xo, pues G 
debe encontrarse sobre el eje Ox. 
Para hallar el momento res- Y 

pecto del plano yz (es decir x= 0) 
pueden considerarse los cilindros 
ay Az, que se indican en la figu- 
ra y que distan x, de ese plano. 
Sumando las expresiones análo- 
gas para n intervalos Ax; de (a, b) 
y pasando al limite resulta 


d 
M, = val xy? dx. 


Fic. X1IT-14. 


El momento respecto a un plano paralelo al (yz) que puse por 6 
será 


A 
dx f íx— aidy dx: * 


y su anulación determina 


h bh 
x= f 1a?dx  = f iy? dz 
? e. a 
REA 


e —— mm. 


Lg 


4 
; a A pe 
xf y dx á 


siendo VY el volumen del sólido de revolución de acuerdo a lo visto en 
la página 450. 


EsJEmpLOs: 


1%) Determinar el centro de gravedad del sólido engendrado por la rotación de 
la curva 
Y = sen x 


para 05 1 < 5%, alrededor del eje .z. 


$u Ha t An 1 
Como es V=A yrdrzn sen? xdi==anmblz— senzx-cos 7 a 
a 0 2 o” 4 
resulta 
la 
4 qa 2 f 7 
=-—3N sen? xdxr=-— r(l— Lr) dr = 


eb 
ells: O 22| 1,103, 
[2 4 z v 


+4 


TEOREMAS DE GULDIN [Car. 


2) Calcular el centro de gravedad de un como circular homegéneo de radio r 
y altura A. 

Considerando que el cono tiene su eje sobre Ox y que es originado por el 
segmento OP de ecuación 


r 
y= A" 
resulta 
x f x(Lx)2dx 
p he 

3 
I¿= i ==h. 

pa h id 

3 

Fr6. XIMI-15. El centro de gravedad de un cono circu- 


Lar recto y hornogéneo está situado sobre 
su eje a E de la altura medidos desde el vértice. 


EyErcIcios: 


¿e 


Hallar el centro de gravedad de una semiesfera de radio r. 


3 
Ri: 1¿=0; Ya =zr. 
8 
La parábola y := 12 gira alrededor del eje zx. Hallar el centro de gravedad 
del sólido de revolución asi engendrado en el intervalo 0 Z x< 1. 


5 
R: zo ==» 
56 
El área determinada por la hipérbola 22 — y2= 1, la recta y =1 y el eje 
de las abscisas gira alrededor de Oy. Determinar el centro de gravedad del 
sólida de revolución, generado. 


9 
R: Yo = 


Determinar el centro de gravedad del sólido generado por la revolución 
2 2 
; j E x é 
alrededor del eje xr del área de la elipse E + =1 enrrespondiente al 


primer cuadrante. 


3 


R: Yo ri 


4, TEOREMAS DE PAPUS O DE GULDIN 


Estos teoremas constituyen relaciones notables entre los volúme- 


nes y áreas de tos cuerpos originados por la rotación alrededor de un 
eje de las figuras planas y las correspondientes trayectorias de los 
centros de gravedad. 


Partiendo de la< fórmulas que dan las dnd del centro de 


gravedad de una línea o de una superficie resultan sucesivamente: 


DoEn el caso de las líneas (pág. 473) 


XII] AREAS Y VOLUMENES DE SOLIDOS DE REVOLUCION ses 


EZ 


fa 
y como es f/ds= ss, resulta: 


Ur ds $ ras 


y el segundo miembro mide el área de la superficie engendrada por 
la rotación de la curva y(x) alrededor del eje x (ver pág. 459). 

El primer miembro es el producto de la longitud de la circuntfe- 
rencia 2xy4 descripta por el centro de gravedad, por la lorigitud s de la 
curva. De aqui el teorema de Guldin: El drea descripta por una curva 
_que gira alrededor de un eje es igual a la longitud de la circunferencia 
descripta por el centro de gravedad al girar alrededor del eje multipli- 
cada por la longitud de la curva. 


11) La fórmula que da la expresión de la ordenada del centro 
de gravedad de una superficie también permite calcular otra fórmula 


notable. Por ser 
rt y? dx 


yde eN 


) 
como el denominador es el área A =- f y dx. resulta: 
: a 


b 
(Ly) Az f dr 
q 


y siendo el 2% miembro igual al volumen determinado por la curva 
al girar en torno del eje de las abscisas y el primer miembro 
igual al producto de la circunferencia descripta por el centro de gra- 
vedad multiplicada por el área encerrada por la curva, tenemos el 
2% teorema de Guldin: El volumen determinado por una curra plana 
al girar alrededor de un eje de su plano es igual a la longitud de la 
circunferencia descripta por el centro de gravedad al girar alrededor 
de ese eje multiplicada por la superficie correspondiente. 


EJEMPLOS: 


1% Si una circunferencia gira alrededor «de un eje que no la atraviesa engendra 
un toro circular. Supongamos que la circunferencia de radio r tiene su 
centro € distante e > r del eje Oc de rotación. Puesta que € es tanto 
el centro de gravedad de la circunferencia como del circulo, resultan para 
el área y el valumen del toro: 


3?) 


TEOREMAS DE GUELDIN ¿CaP. 


Ava doloroso 24 Any — iar: 
Volumen del toro — 21-12 == AMar 


2%) El teorena de Guldin sirve para determinar 
el centro de gravedad de tiva ligura si se 
conote el area del cuerpo engendrado por 
una figura que rota, o el volumen engen- 
drado por la superficie correspondiente. 

Tal es ed caso de una semicircunferencia de 
radio 7 que al rotar alrededor de Or deter- 
z mina una esfera. Por raznmnes de simetria 
es 14 =0. Para calcular +, aplicamos el 
praner teorema de CGuldime temiendo en 


AN a 


YiG. XTIT-16, 


cuenta que el área de la esfera descripta 
por la semicircunferencia es +ar?: 


; y 2r 
(Myyjar = ari o sea yy == 0.037 7. 


resultado que ya habiamos logrado ante- : z 
riormente (pág. +75). Er. MIU1-17. 
5 se busca el centro de gravedad G” del semmiciraiudo de radio ro es 1, My 


aplicando el segundo teorema de Guldin se tiene 


ME ¿EN +r a 
(La), gar a asta A 0,235, 


que también habiamos ineacionado antes (pág. 481, ej. 19;. 


Centro de gravedad del perimetro de un triangulo. Consideremos el triángulo 
ABC e imaginemos una rotación alrededor del lado BO =: a. Sea A la altura 
correspondiente a este lado. La superticie 
descripta estará constituida por dos conos 
cuyas áreas sumadas serán 


Ark.c+nh.b=xhlb+4<0). 


Llamando d a la distancia del centro de 
gravedad buscado G al lado a (eje de ro- 
tación), la longitud de la circunferencia que 
describe G es igual a 2d. En virtud del 
teorema de Guldin resulta 


nh(bW4c)=28ud [le +b+<c) 


y por consiguiente es 


Nora: Los enunciados de los teoremas 1 y 11 figuran en el libro VII de los 


célebres Comentarios que Paro o PAPUS DE ALEJANDRÍA escribiera el año 320, 
Durante mucho tiempo se creyó que el autor de estas notables proposiciones 
lué Pamo Guinis O GULPINCS, matemático suizo que vivió a principios 
del siglo xvu. 
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EJERCICIOS: 


t. Hallar el área lateral y el volumen de un cono circular recta aplicardo el 
teorema «dle Papus. 


2. La semicircunferencia yr =wW 4% —x2 gira alrededor «de la recta AN 
Aplicando el teorema de Papus, determinar el área de la superficie en- 
gendrada. 

R: 2x (1 —2)r2 


3. El semicírculo y =WF=x2 gira alrededor de la recta y=x +". De- 
terminar el volumen del solido de revolución engendrado. 


R: cla E 
3 2 


5. MOMENTOS DE INERCIA 


Para calcular momentos de inercia de lineas, superficies o volú- 
menes continuos se procede en la mismu forma que en los párrafos 
anteriores. Se divide el cuerpo en r partes cada una de masa Ámi; 
y sir; es la distancia a un punto. a uua recta o a un plano, el 
valor aproximado del momento de inercia será: 


n 
Y 2 Ami. 
11 
El límite cuando n > xx y cada una de las partes en que se 
ha descompuesto el cuerpo tiende a cero, es por definición el momento 
de inercia M'P (6 1) del cuerpo: 


» 
M“ =I[= lim > ri Am,. 
20 2t=1 
Cuando este límite exista, podremos calcular el momento de 
inercia mediante la integral definida: 


, 
=$ rP dm. 


Veamos algunos ejemplos: 
1%) Momento de inercia de un rectángulo ABCD. 


al Respecto de la base b= AB. Eligiendo 
los ejes coordenados, camo lo indica la 
figura, resulta para un elemento situado 
a la distancia y de bh: 
Am = báy - 3, 


siendo Y la densidad superficial. 
El momento de inercia será: 


+ 
4 


Fig, XITL-19. 


488 MOMENTOS DE INERCIA [Cay. 
á 
|» 
a A AA A 
lim Y r¡ám,=8-b Ad y =0- e al -b- hh 


R>0) 51 


Mi? 
3 


siendo M la masa total igual a la superficie bx A multiplicada por la 
densidad Ú. 

b) Respecto del lado AD=h. Procediendo en la misma forme que en el 
caso a), con rectángulos de base Ax y altura Á situados a distancia x 


del lado AD, resulta como momento de inercia M - b2, 


Como vale el teorema de Steiner que efirma que el momento de iner- 
cia respecto de un eje es igual al momento de inercia de un eje baricén- 
trico paralelo, más el producto de la masa del cuerpo por el cuadrado de 
le distancia: 

i=l vd + MÉ, 


resulta de inmediato que los momentos de inercia del estilo (b, Re) 
respecto de los ejes (1,1), (2,2), paralelos a los anteriores y que pasan 


por G son: 
Li=h=Min:= me —1mn= Lme= ba, 
111) 2 3 4 2 12?” 
1 1 1 1 1 
la =1) MG = MB? —¿Mb?= Mb?= MA. 


£ 


Por consiguiente, el momento polar de 
inercia respecta de G es 
A ¿Mor +52. 
27 Momento de inercia de un hierro er 
doble te. 
Consideremos un hierro en doble te de 
alas anchas y paralelas, en el cual hemos 
supuesto —-para simplificar— que no hay 
contornos curvos. Sea yy un eje baricén- 
trico. tal como lo hemos señalado en la 
figura. Para calcular el momento de 
inercia respecto de yy, será suficiente, 
por razones de simetria, :calcular el mo- 
Fic. X11J-20. mento de inercia de la mitad de la figura 
y luego duplicar el resultado. 


. : ' : 10 1 
Tanto el rectángulo superior como el inferior tienen base 5b y altura 1. El 
momento de inercia de cada uno de ellos respecto de yy es (dejando de 


lado la densidad 8): 3D. El momento de inercia del rectángulo dis- 
puesto verticalmente de base a y altura (4 — 20 es 


1 q 
e 
e dE 


Xu 


39% 
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El momento de inercia de toda la figura que está a la derecha de yy es 


ly 


Fra. XIn-21. 


tp ¿q 
VA q A- 2n. 


El momento de inercia del perfil será el doble 
de este valor: 


1. bb 


6 + og th—2). 


Para el perfil 20 el Manual Hutte (t. 1. 
pág. 932, ed. en castellano, 1938) de los si- 
guientes datos en mmm: : 


h= 200; b= 200; d= 10; 1=16, 


con lo que resulta como valor del momen- 
to de inercia respecto del eje yy el valor 
2134,73cm%. El mismo manual da el va- 
lor 2 140 cm? para el perfil 20; la diferencia 


se debe a la existencia de partes curvas en el contorno, que hemos omitido 


en este cálculo. 


Si se quiere hallar el momento de inercia respecto del eje 22. convendrá 
aplicar en los rectángulos superior e inferior el teorenia de Steiner. Siendo 
el momento baricéntrico de estos rectángulos (dejando de lado el factor 5) 


¿q 


igual a 


y la distancia de su eje baricéntrico al eje xr igual a =(h— 1) 


e 


resulta como momento respecto del eje x1: 


b.13 


Í. 
e Mts 
e V*b-t 


dih — 2193 


El momento del rectángulo dispuesto verticalmente es ES E y el 


motnento del perfil resulta entonces: 


b.-13 
6 


A 


dh — 2% 


12 


Con los datos anteriores resulta: 5825,75 cm? mientras que el Manual Hietio 


da, para el perfil correspondiente con los 
cantos curvos, el valor 5 950 cm?, 


Momento polar de inercia de un circulo. 


Sea un circulo homogéneo de radio r y 
de densidad superficial 4. Considerando 
una corona circular de radios 1, Y 
Xx, + Áxr,;. su masa es 


Zar, - Ax,b, 


y el momento de inercia de » coronas 


análogas con respecto al origen resulta Pra. AYÍ-2 


4 


a 


MOMENTOS DE INERCIA [Car. 


” 
”n Y 3 4 
210 2 Ar, 
t= 


pues hay que multiplicar cada una de las expresiones anteriores por el 
cuadrado de la distancia al origen. Pasando al límite se obtiene el ntomento 
polar de inercia 
L=2% [  Bddr=iór=aro Ll 
A¿= ¿0 e Tax > = 3 2 
siendo M la masa total del circulo y r su radio. 


Momento de inercia de un cilindro recto. 


Consideremos un cilindro circular de radiu r y 
altura Á y determinemos su momento de inercia 
respecto de un eje z paralelo a las generatrices 
del cilindro y que pasa por su centro de gravedad. 
Todos los puntos comprendidos en da superficie 
cilíndrica de altura A, limitada por la corona de 
radios 6, 0 + Ap están a ena distancia Q del eje -. 
F1 momento de inercia de estos puntos sera ¿siendo 
6 la densidad): 


21pA0kh+b.42 


Sumando » expresiones análogas y pasando al li 
mite cuando n > % resulta: 


1 
1 
] 
3 
1 
3 
3 
1 
i 
1 
] 
t 
! 
f 
3 
t 
mal 


A AS 
1 


Per 
1, =2n08 o? de =arh-.ólr2= Me: 
0 po 2 


Fic. X111-23, siendo M la masa total del cilindro. 


Eyercictos (1): 


1. 


Hallar el momento de inercia del área del circulo de radio r respecto a un 
diámetro. 


1 
: y? 
R: gar. 


Determinar e] momento de inercia 1, para el área encerrada por los ejes y 
las siguientes curvas: 


54 
y=4-a?, R: 5 
y=x—yí5, R: > 

128 
AS R: 5 
y=2r— ea, R: 16 


(2) En estos ejercicios se ha supuesto que la figuro es homogénea y no ha- 


biéndose considerado la densidad, los resultados se refieren a los momentos geomátricos. 
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Peterminar el momento de. inercia £, para el área encerrada por el eje de 
las abscisas y las siguientes curvas y rectas: 


6. y=e,x=0,r=1, | E ge —1) 
3 2 

7. yp=senx, I=0, da R: 5 

8: FIA r=hk n=.  R: 2728, 

A A | . Rin 


10. Determinar el momento de inercia axial respecto del eje x del área del 
triángulo limitado por los ejes y la recta 


== 
+t5g=1 


Eds 


ET 


z : MN > Ñ 
11. Determinar el momento de inercia axial respecto del eje x del área limitada 
por el eje Or y la curva 


y=1-— ui. 
32 


105 


R: 


12. Verificar que para el área de la elipse 


nn y 


a+tp=? 


Í 
se tienen los momentos de inercia amales: 1, = qna, ly = qnab? y el 
momento de inercia polar ly =3mb(e + B2), 


13. Mostrar que el momento polar de inercia respecto del origen del sector 
circular de ángulo central a en el círculo 
o=r 
lay 
es qarí. 
Determinar el momento de inercia polar del área limitada por una hoja 
de las siguientes curvas: : ; 


14. 02=2sn29. - R: hn. 
15. q =sn2) E 
a o . . A 5 . 
16. 0=:<c0s3% R: Se 
á — E : 32 ep Rgd 


17. El érea limitada por la parábola y —= 1? y la recta y = 4 gira alrededor del 
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eje y generando un sólido de revolución, Hallar el momento de inercia del 
cuerpo respecto del eje Oy. (Tómese la demsidad B = 1). 


33 
R: 3% 
18. El área limitada por la curva y2= 2%, el eje Or y la recta = 1 gira elre- 
dedor del eje de las ebscisas, engendrando un sólido de revolución. Determi- 
nar los momentos de inercia del cuespo respecto de los ejes coordenados. 


1 4 
A: Lo 3410; la = qpm- 


19. Verificar que el momento de inercia de un cono circular de altura A y ra- 


dio y respecto de eu eje es igual a —pnbrik 


20. Calcular el momento polar de inercia de una esfera de radio r respecto de 
su centro. 
SOLUCIÓN: 


Los puntos comprendidos entre 2 superficies esféricas de radios Q y Q + de 
tienen una masa igual a 4x02dog multiplicadas por la densidad Ó jaque supon- 
dremos constante. El momento polar de inercia será 


E 4 1 3 
1, = 40 oido =-1000 -r2.3=-Mnr, 
e 3 5 5 
Como la distancia y de cada punto P (1,y,2) de la esfera con respecto a O 
está dada por la relación $9 = 12 + y2 + 22, resulta que los momentos res- 


pecto de cada plano coordemado serán ¿Mr? y los momentos respecto de 


cada eje serán ¿Mrs 
6. TRABAJO 


Definición: Cuando una fuerza ?: actúa sobre un punto material 
que se desplaza, se dice que efectúa un trabajo. 


Consideraremos prime- 
_ ro el caso en que la fuerza 


Ke —-—-II+2= F actúa sobre un punto que 


a Y 


se mueve sobre un segmen - 
Frc. X111-24, E 


| to rectilineo. 

Si la fuerza F tiene una intensidad F constante y su dirección 
coinade con la de la recta (a, b), el trabajo se mide por el pro- 
ducto EX (b— a). 

Si la fuerza F(x) de dirección coincidente con la de la recta (a. b> 
es variable, para definir el trabajo se divide el segmento en » e 
iguales o desiguales, mediante los. puntos 1, = 4, Zi, ..., =b y 


considerando en cada uno de estos intervalos un valor Es se > hara 
la suma 
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LS 
2 FE) (Za — 11). 
Pasando al límite cuando n —> co se tiene la expresión del trabajo 


€=f ro 


Si la fuerza además de ser variable se mueve sobre una curva cualquiera 


el trabajo se expresa mediante las integrales curvilineas que estudiaremos en el 
próximo tomo. 


EeEmMpPLOS: 


1%) Se llaman fuerzas elásticas a las que actúan sobre un punto proporcional- 
mente a la distencia a un punto ¿ 

fijo que tomaremos como origen. === ——.] 
Será entonces F(1)= — kr (1. 

Calcularemos el trabajo necesario 


para llevar esta fuerza de Aa B / Á y 
de acuerdo a las notaciones de la Fic. XIII-95. 
figura, 


Si designamos con a y b las abecisas de A y B, respectivamente, resulta 


3 i d í 
e=f Puy d=—a f zd:=—k5[m| = — ¿Hb? — a%) = 
a 4 a 


=- 46 006 + a) = Ft 


siendo ¿= (b— a), la longitud del camino AB y F,, el promediv de las 
fuerzas que actúan en A y en B. 


EJERCICIOS: 


1. La fuerza para estirar un resorte es proporcional a la elongación. La fuerza 
es de 12kg cuando el resorte ha sido comprimido 2,5 cm. Calcular el trabajo 
realizado para comprimir el resorte 6 cm desde su posición de reposo. 


SOLUCIÓN: 
La fuerza F necesaria para comprimir el resorte x cm es F= —kr. +=. 12dg 
cuando 1=25cm, o sea 12=-—254 y k= — +48 


El trabajo realizarlo es 

eN le) j A 

ve) =f park f" xd:=+48|57| = 48. 18 = 86,4 kg - - cra == 0.864 kgn:. 
. E 4 > v 


2. Un resorte tiene la longitud inicial de 18cm y una fuerza de 10kg es 
suficiente para llevarlo a la longitud de i6cm. ¿Cuál es el valor de la cons- 
tante Á para este resorte? ¿Cuál es el trabajo necesario para comprimirlo 
de 16 a 12cm? 


Ri: i=-— 5 kg/cm; é= == - 248 kgm. 
0) El signo menos que precede a la constante A3>0, se debe a que la 


fuerza tiende a mover al punte en sentido contrario al se "ntido postivo de das 
abscisas. 
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Teorema de la fuerza viva. Si un cuerpo de masa im “iene una velocidad »L 


se dice que tiene una energia cinélica o fuerza viva E = mur. Veremos 


la relación entre la variación de esta fuerza viva y el trabajo de las fuerzas 


que actúan sobre un cuerpo, teniendo presente la relación fundamental de 
E =S Pro. 
la dinámica: F = masa X aceleración = mo? Si suponemos un cuerpo 


de masa rm moviéndose sobre una recta bajo la acción de una fuerza F. 
Entonces es: : 


a yo bo dx, Bd (dx 


E o ; , AE 
Pero --> =wv donde p designa la velocidad; por consiguiente se tiene 


de 
AAN ve d E "od 
2, =f mov $ o Hmo)y] di. 


Ls : , O 
La expresión subintegral evidentemente se puede escribir qa) dt, 


Ny 


e integrando se tiene el teorema de la fuerza viva: 
1 * 1. 
Pa 2 =i 2 mn — 
tU =3m| E = ¿ml v?) = E, — Ej. 


Si un cuerpo se mueve bajo la acción de una fuerza, el trabajo de estas huer- 
zas es igual a la variación de la fuerza viva. 

Trabajo de la gravedad. Cuando un cuerpo recorre una trayectoria hajo la 
acción de su peso efectúa un trabajo que sólo depende de los extremos de 
la trayectoria. 

Deberemos generalizar la noción de trabajo al caso de una fuerza constante 
y una travectoria curvilinea. 

Consideremos en un plano vertical un cuerpo que recorre el arco APB bajo 
la acción de su peso p=rwg (fuerza constante). 

El trabajo elemental de la fuerza cuando el punto pasa de P a Q es por 
definición p X PQ X 008 ¿p, PQ =p X PQ”, siendo P*” y Q” las proyec- 
ciones de estos puntos sobre el eje vertical. 

Dividiendo la trayectoria APB en n partes y sumando los trabajos elemen- 
tales resultará como trabajo total 


z pPSPO =pXA'B' =pl(yg-— ya). 


Esta fórmula muestra que el trabajo 
no depende del conjunto de puntos 
de la trayectoria sino de sus extremos 
exclusivamente. Cuando esto ocurre 
se dice que la fuerza deriva de un 
potencial. En este caso particular 
el potencial es p.y y el trabajo es 
igual a la disminución de esta ener- 
gía potencial. 

4%) Prabajo de expansión de un gas 
perfecto. Consideremos el gas con- 
tenido en el interior de un cilindro 
con pistón de sección s. Cuando el 
gas se expande, es decir aumenta su 
Frio, XII1-26. volumen (y por consiguiente dismi- 


= 
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nuyve su presión), el pistón se mueve de modo que el gas ba realizado un 
trabrjo. Como la fuerza = presión < sección. es variable ¿dado que la presión 
varia con cata posición. del pistón) definiremos el trabajo ; ¿ mediante la 
integral definida: 
DS 1] 
== p-sdxr. 
183 
Ahora bien, sdxr, es el producto de la sección” 
del cilindro por el desplazamiento, o sea nude 
el volumen determinado por el desplazamiento 
del piston y resulta como expresión del trabajo 


Es fi nao de 
*; 


Abora es necesario conocer la relación entre 
Pp Y y para calcular el trabajo. Consideraremos 
olgunos casos especiales: 


Exc. X(0U1-27, 


a) Si la expansión es isotermica (a tempera- 
tura absoluta Y constante), se cumple la 
ley de Bovle-Mariotte: 


ez: as — Pri 
pu = py, =ART, o sea = > 
Fic. XUI-28, y la expresión del trabajo resulta 
.. (sn Pa . y 1, 
E 0 A dv =P; Inv = py4y 1n -= nAT In —, 
e, D f, ey Ey 


b) Si la expansión es adiabática (es decir si no hay intercambio de calor 
con el medio exterior) vale la ley de Poisson, 


pu —= constante = €, 


; 5 decá 7 
con A — constante (iguel a 7 para los gases monoatómicos y A 3 


para los diatómicos). El trabajo se expresa entonces por: 


= a=fr4 e Ea |- 
e=f. p av 2 do 7 FT ral | 
— Pat e e E O O O A 
—E=1 va =E=1 Pr Ez Pj0: — Paba 


Esta misma expresión vete para los cambios politrópicos (calor especifico 
constante), cuya ley es pb" — constante. 


EJERCICIOS: 


1. Una cantided de aire sometida a Ja presión de 1,0545 atmósferas es com- 
primida isotérmicamente de 32 772 a 65,544 crm3. Calcular el trabajo realizado. 
R: 2 157,765 kgra, 
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2. Determinar el trabajo necesario para comprimir el volumen de aire del 
ejercicio 1 adiabáticamente (pvif = constante). 


R: 9559,722 kgm. 


3. Un volumen de 32772 cm3 sometido a la presión de 1,0545 atmósferas es 
comprimido hasta ocupar 819,3 cm?. Calcular el trabajo realizado en la com- 
presión cuando 
j a) es isotérmica: pv —= constante; 

b) es adiabática: pvl-* — constante. 


R: a) 479 kgm; b) 58,77 kgm. 


4. Una masa de ges que ocupa un volumen inicial de 453,040 cion? a la presión 
de 4,218 atmósferas se expande hasta tener la presión de 2,109 atmósferas. 
Calcular el volumen final y el trabajo realizado por el gas si la ley es 


a) pu = constante; 
b) pul»? — constante, 


R: a) 906,080 cm, 13305,555 kgm; b) 806,977 cm*, 10500 kgm. 


EL cicro dE Carwor: Un ciclo es una transformación de un gas 
que partiendo de ciertos valores de sus variables (presión, temperatura, 
volumen, ...) vuelve a sus valores iniciales, 

Cuando un gas ideal efectúa un ciclo recorriendo dos isotermas y 
dos adiabáticas se dice que ha efectuado un ciclo de Carnot. Partiendo 
del estado 1 (con volumen », y presión p1) recorre comprimiéndose 
la adiabática 1-2, llegando a un volumen vz y presión p». De alli se 
expande según la isoterma 2-3 corespondiente a la temperatura 7 
hasta lMegar al estado 3. Desde 3 comienza la expansión adiabática 
de T a To llegando alrestado 4, desde donde sufre la compresión isotér- 
mica (temperatura 7,,) volviendo al estado inicial. 

P Calculemos el trabajo que ha en- 
tregado el sistema, medido de acuerdo 
a lo visto anteriormente por el área en- 
cerrada por las isotermas y adiabáticas 
entre los puntos 1, 2, 3, 4. 

Durante los pasajes de 1 a 2 y 
de 3 a 4 (adiabáticas) el intercam- 
bio de calor es cero y el trabajo tam- 
bién es, cero. 

Frc. X11-20. o Fntre 2 y 3 (isoterma) el tra- 
bajo es 


y mitre + y 1 (iscterma) es 


q yv 
Y 1 nRTo n=. 
Dm, 
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De acuerdo a las relaciones entre adiabáticas e isotermas: 


PV, = Pida Pz2U2 = PzUy 
pw* = pepe" pau = pare 
resulta 
Vs _ Ds 
De vr 


y por consiguiente los logaritmos de estas relaciones también serán 
iguales, con lo que se tiene 


de 


o sea, si sustituimos las expresiones / por las correspondientes canti- 
dades de calor Q, utilizando el equivalente calórico del trabajo, 


Q% _ Qu 
T T, 
El rendimiento térmico es 


QQ 
A 
y de acuerdo a la relación anterior resulta 
1 
YAA 
] 33 


con lo cual se imuestra que pora un gas ideal el rendirnuento térmico 
de un ciclo de Carnot depende exclusivamente de las temperaturas de 
las fuentes. 


CaríruLo XIV 
SERIES NUMERICAS 


1. DEFINICIONES 


Dada una sucesión de ¡afínilos NÚMeroSs ly, li, ..., Un, ... Se 
llama serie a la expresión: 


Cu 
Uy Fut" ...Fust..=Y Hua 
n= 


Como se ve. se trata de “una suma de infinitos sumandos”. Pero 
$e 


¿qué significa “sumar infinitos sumandos”? Llamaremos $, suma 
de la serie, al límite de la sucesión de las sumas parciales S, =- 


e id, 0 ul de Y E lla: 
S =JlimS, = lim (ug + 41 +... + Un). 
*-—>00 da 0] 


Si este límite (1) es finito la serie se llama convergerte; si es 
infinito la serie se lama divergente y si Sy no tiende a ningún limite 
la serie se llama oscilante. 


EjEmpLOs: 


1 


1 
1%) Sea la serie ——> ce IA RFDUFYS 


1.2 A 


La suma parcial S, es en este caso 
AS = 
2 2. (+ Dn-+2) 


1 1 01 1 1 1 Y o 
= (1-3) + (3-3) + (3- ¿Jr + > == + 


Calculando el límite de esta expresión cuando y —> 00, resulta 


. 1 _ 
S=tim (1 - +) =:1. 


La serie es convergente y su suma es 1. 


2%) "La serie 14+24+3+... es evidentemente divergente pues S,-—>% 
cuando rm > 00, 


3%) La serie 1— 1 p1—1i+... es oscilante pues la suma S, es alternada- 
mente igual a 1 6 0 según se torne un número impar o par de términos. 
- Por consiguiente S, no tiende a ningún valor definido cuando rn -> 00, 


(1), Hlenios definido el limite de una sucesión en la página 123. 


SEHIES GEOMETRICAS +U 


EJEBCICIOS: 


Escribir el termino general de jas siguientes series (1): 


1. 3-93+27 8 ++». R: 
3. 243 A R 
iS P+ tra? dá 
5. e á 
6 PE A de 


(— 13 301, 
(43% 
2n+l. 


n+z2 
n+i 


quart 


re! 


a+ 10 
2 


<n 
IA YA 2. 22 
b , 2(n — 1) e 


Calcular la suma de los + primeros términos de las series cuyo término 


general se indica: 


7. e => para nz l. R: 
20 n+1 

8, y =- -2 » para n21. R: 

9. un = (— 25, para nz0. R: 
1 

10. Un => 3> Para nza1. A: 
ad 

Mo 4 == para n > 10. R: 
Qu 

12. Un =p? Para nz0. R: 


2. SERTE GEOMETRICA. 


Y 


Es aquella en la cual cada término es igual al anterior multipli- 
cado por un factor constante lMHamado razón de la serie. 
En particular si el primer término es 1 y la razón es q resulta 


la serie: 


(1) Hemos escrito como subíndice del primer término ug el valor 0. Algu- 
nas veces se comienza por el valor u,, lo cual no trae aparejado ningún cambio en 
el desarrolla ulterior. Correspondientemente a veces la suma parcial S, tiene n 


y otras (n + 1) términos. 
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IFGERRP E EA, 
| < 


Para estudiar en que casos la serie geométrica converge y en 
cuales diverge, formemos la suma de los (n + 1) primeros términos 


S=1+g+ 2824... +go+g 
Por tratarse de una progresión geométrica, para yg 41 (*). es: 


da gu — 1 A ger 1 o 4 E gua 
SS A E E E 

En tanto sea —1<g<l, es decir lg < 1, q" tiende a O y 
por consiguiente el segundo término tiende a 0, quedando 


1 
S =limS, = eN 
n— 00 q 
La serie geométrica es convergente si 'q; < 1 y su suma es igual 
al primer término dividido por 1 menos la razón. 


Si q = 1, la expresión anterior de S, no puede emplearse (¿por 
qué?) pero siendo todos los términos iguales a 1 resulta S, = nm y 
Sa > cs: la serie es divergente. 


Sig=—1,S=1-1+1-1>+...+1 y la serie es 0sci- 
lante pues S. vale 16 0 y no tiende a un límite único. 


Si q > 1. evidentemente es S, > n y cuando n>o, $ >0: 
la serie es divergente. 


Sq<-1,gU >+x y la serie también resulta oscilante. 
La generalización de la discusión anterior a la serie. 


ERDRABO A A 


está resumida en el siguiente cuadro: 


' 5 a , 
A O 
S ag" sig>t es divergente. 


si gÍ—1 es oscilante. 


(1) Para obtener una expresiun de S, basta multiplicar ambos miembros de 
la igualdad por q y restar miembro a miembro: SS. —Sp=q"*-—1 o sea 
a gal PE ji 
So 
ao 1 


el priucipia de inducción completa íver Cap. L pág. 15). 


La demostración rigurnca de esta fórmula se hace mediante 
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EJEMPLOS: 


1) Calcular la suma 4 HA An : 


Por tratarse de una serie geométrica de razón 5 es convergente: 
E AA AS 
PY ds al Lo 
: 2 2 
2) Expresar como fracción ordimaria el decimal periódico N=0,282828.... 
Siendo 
N= 28 a 28 28 
L= 100 + T00z * 1003 * 
23 
A a e Ad is a 100 _28 
úna sene geometnca de razon EY resulta = ¡ í = "5% 
100 
EJERCICIOS: 


Dado el primer término y la razón de las siguientes series geométricas, 
calcular la suma parcial £, y la total $: 


Lo AER R: S¿=15; S= %, 
Ds ES RL R: S¿=0; oscila. 
1 20 3 
= == A ==; $ 
1 YH. ., do 
4. a=% 4=3 A OTE ia 


5. Calcular la suma 


Marcar sobre una recta. en la que se ha señalado un origen O y una 
unidad de medida. los valores de las sumas parciales que se acercan por 


ambos lados al punto de abscisa > 


6. Calcular la suma de la serie 


1 2 $ 2 1 2 
e de de 
5 
Ro 2. 
ho] A : 
(Obsérvese que “los términós de orden impar y los de orden par forman 
. ( > 3 Ñ 1 
separadamente 2 series geomótricas cuyas sumas son dd + 


7. Expresar como fracción orlinaria el decimal periódico 0,142857 142857... 


- E 


R: 


Nr 


A 
O 
to 


a) 


10. 


13. 


14. 
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Expresar conto fracción erditaria el decimal periódico: NY = Qjabe abc nbe ... 
donde a, hb, c son digitos cualesquiera. 


abe 


— Boa 


R: NX 


Expresar romo fracción ordinaria el decmmal periódico mixto: 


1001 60 O 


R: 38133 —38 _ 38115 
j 99000 7 90900 


(Procédase como en el ejemplo 2%), 


Demostrar que un ¡ecimal periódico mixto es igual a una fracción ordinaria 
cuyo numerador es igual al número formado por el no-periodo y el periodo 
menos el no-periodo y cuyo denominador se forma con tantos O como cfras 
ticne el pericdo seguido de tantos cerus como cifras tiene el no-periordo. 
En un cuadrado de 50 de lado se unen los puntos medios de sus lados 
y se tiene ua nuevo cuadrado. En este segundo cuadrado se unen los puntos 
medios y se obtiene un tercer cuadrado. Así se continúa indefinidamente. 
¿Cuál es la suma de las ¿reas de Jos infinitos cuadrados? SCeneralicese para 


ui cuadrado de lado a. 
R: 50 com?; 2a?. 


meto o a 20d o sde 
(Obsérvese que la suma de las árcas cs una serie geométrica de razón >*. 


Trácese desde el vértice € del ángulo recto de un triangulo rectángulo ABC 
la altura correspondiente a la hipotunusa €. Desde su pie trácese la perpen- 
dicular al cateto hb, desde su pie la perpendicular a la hipotemusa y asi 
sucesivamente. Calcúlese la longitud total de la poligonal de infinitos lados 
así obtenida. 


R: ab: (e — b). 


(Obsérvese que los triángulos rectángulos que se van formando al trazar 
las perpendiculares son semejantes al triángulo dado. Resulta una serie 


EN bh 
geométrica de razón -). 
c 


Probar que la suma 
S=14+%+2*+... 


es convergente si —1<r<i1 y que es s= 12. 
Dada la serie 
r r 
MEET 


determinar para qué valores converge y en ese caso calcular la suma. 


PR: La serie converge si r>06r<-—2; la suma es 1-+r. También 
converge si r 0 y la suma es 0. 
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15. Aquiles y la tortuga. 


Aquiles. “el de los pies hgeros” corre con una velocidad de 10 metros por 
segundo y la tortuga con una velocidad de 10 centimetros pot segundo. 
Supongamos que Aquiles parte de .1 para alcanzar a la tortuga que sale. 
en el mismo instante de 7. siendo la distancia AT —= 980 m. Cuando Aquiles 
llegue a T. la tortuga llegará a T': cuando Aquiles llegue a T”, la tortuga 
Hegará a 7” y asi sucesivamente. ¿Alcanzerá Aquiles a la tortuga? En 
caso afirmativo ¿cuándo la alcanzará? 

Generalicese para una distancia AF =[ y una velocidad de Aquiles n veces 
superior a la velocidad de la tortuga 0. 


Solución: 


Si 4 corre hacia T. tardará 99 segundos en llegar a 7.. En esos 99 segundos 
la toartuge se babrá trasladado a T” con 77'=99X0,1 =99:im. Aquiles 


Á AO T 
Fic. XIV-1. 


que ha lHegado a F para alcanzar el punto 7 empleará 9,9 : 10 = 0,99 se- 
gundos. En este tiempo la tortuga se ha trasladado a T'” con T'T”"= 
0,99 X 0,1 0,099mm y Gquiles empleará, para recorrer esa distancia, 
0,099 : 10 — 0,0099 segundos. 

El tiempo total que emplea Aquiles para alcanzar a la tortuga es 


90 + 0.99 + 0.0099 +..., 


serie geométrica de razón 0.01 cuya suma será 99: (t — 0,01) = 100 segundos. 


En general será t= n= 
También puede resolverse elementalmente mediante la ecuación de primer 
grado 101 —0,1 2 + 990, obtenida igualando los espacios recorridos al cabo 
de un tiempo 1, 

Este problema está vinculado a una de las 4 célebres aportas de “Zenón de 
Elea a las que se refiere AnisTÓTELES en su Física. 

El problema, tal como lo hernos planteado, exige sumar infinitos términos. 
La suma de un número infinito de términos ¿puede resultar finita? Ahora 
sabemos que la contestación es afirmativa, de acuerdo a la teoría de las 
series convergentes. : 


3, CONDICION NECESARÍA DE CONVERGENCIA : 


Demostraremos que en toda serie convergente el término general 
tiende a cero. 
En efecto. de acuerdo a la definición de serie convergente es 
limS, =8S, 


noo 


lim Sui = $. 


NJ. 


ñ) también 
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El límite de S,— Sa, = Un, cuando n —> co será igual a la dife- 
rencia de límites: - 


lím us = lim (Sa — Sy) = 8 $ =0, 
200 MAD 


Por consiguiente: Sí el término general de una serie no tiende 
a cero, la serie no es convergente. 
Pero puede tender a cero el término general y la serie no ser 
convergente. Tal es lo que ocurre con la serie 
1 2 


E 
Y2  vy3 vn 
1 


en la cual S, = 1 + o A E es mayor que n veces el último 


14 E os 


termino: Sy > e = Yn. Luego S, > 0, a pesar de que 1, > 0. 
n 


Por consiguiente la condición We, — O no es suficiente para asegu- 
rar la convergencia de la serie; en cambio es necesaria, vale decir se 
debe cumplir toda vez que la serie sea convergente. 


EJERCICIOS: 


Escribir el término general de las series cuyos primeros términos se dan a 
continuación y determinar en cuales de ellas el término general no tiende 
a cero: 


1 1 1 A 
1. stgo 


to 
PAS 
pr 
| 
tu] 
or” 


E e A 
304 5 ; — Ya. Ye Í 
1 1.1. + ñ 10 13 
3. edo a AO 6. o E pS : 
1 1 1 1 1.1.1 
o, PEER A pes == Ea a A pe 
ds a mE ma es e E 


R: No tiende a 0 el término general en 3. 4, 6, y por consiguiente estas 
series no som convergentes. Las series 5. 7 y 8 son divergentes (como 
veremos más adelante) -a pesar de que en ellas el término general 
tiende a O. 

Pe ESA cuya término general tiene 

AV ARVRAA 


145 


0. Demostrar que la serie 


a cero cuando rn > 00, es divergente. 


(Multipliquese por el conjugado del Jenaminador de u, y calcúlese S,). 
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4. CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE DE CONVERGENCIA 


Cauchy estableció que la condición necesaria y suficiente para 
la convergencia de una serie es que la suma de p términos a partir 
de un cierto rango 


Un+1 + Uns + Uns + es + Uns 


pueda hacerse tan pequeña como se quiera con tal de tomar n sufi- 
cientemente grande, cualquiera sea p fijo. 

Es fácil demostrar que la condición es necesaria, esto es, que si 
la serie es convergente se verifica la condición de Cauchy. En efecto, 
si es $ la suma de la serie se puede escribir: 


Uner “E Utgoa E E asp Sup — Sa = (Sara — 5) — (Sa — $) 


y puesto que S.=>8S; Sap >8S, el último nuembro puede hacerse 
tan pequeño como se quiera con tal de tomar n suficientemente grande. 
Veamos un ejemplo concreto, En la serie convergente 
1 1 1 1 
its *aarl 


determinar n para que la suma de p= 10 términos sea menor que 0,001. 
Para que resulte 


E 


u j u pe + u = . a E + : : — 
ni TF n+2 7 +10 — n +1 n+2 + .. ATT 10 EEN = 


1 1 1 
STA To * 


habrá que tomar n > 9. 


Si se pide que la suma de todos los térmmos de esta serie a partir de un tU, 
sea menor que 0,001, o en otros términos, si se quiere que el resto de la serie: 


o o ; 
RIÍDOFD UFO ¿A (1 


sea menor que 0.001, debe ser n > 999, puesto que la suma [1] es menor que 


A+ 


La condición es suficiente. Sin hacer una demostración rigurosa 
(que puede verse en los tratados de Análisis Matemático) podemos 
razonar intuitivamente en la siguiente forma: 


$ 
Y) % ) Sa Sap o $ o 
Fic. XiV-2, N 


Representemos con puntos de una recta las sumas parciales de 
la serie. Puesto que la suma Una E lnea Fc? Ah Up — Smop — Sn 


PEDO DES ARAN 
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es tan pequeña como se quiera a partir de un valor de n = ro, cual- 
quiera sea p. resultará que todas las infinitas sumas S,.,, estarán en 
un entorno de $S,,. Estas infinitas sumas S,., deben tender a un 
cierto limite único $, pues si hubiera dos limites $" y $” distintos, 
resultaría que habría valores S,- y S,--, con n' y n” mayores que a. 
tan próximos como se quiera de S” y $”, que no cumplirian la condi- 
ción (Sa — Sa--) arbitrariamente pequeño, puesto que hemos supuesto 
que la distancia S' — $” es un valor distinto de cero. 

El criterio de Cauchy (1823) es muy importante por cuanto permite dar 


una definición intrinseca del limite de la sucesión $, en base a los propios tér- 
minos de la sucesión. 


EJERCICIOS: 


1. , ; : : 
Il. Dada la serie z Pa determinar el número ny tal que para 


+ 1)n +2) 


R>hyp= 5 Fecal TS id 001. Calcular ny para 
que el resto de la serie (p=%W) sea < 0,001, 


R: no =15; 7y =22 


ed 1 1 
(Obsérvese que es ú, ola OC AFEDAFD p 


2. Demostrar que la serie armónica: 
1 1 i 
1 Aa NióN a , 
no es convergente, aplicando Ja condición de Cauchy. 
(La suma de los (n? — n) términos decrecientes a partir del (n + 1)-simo: 


A +3 ; pato + 

no puede hacerse tan pequeña como se Ma En efecto, siendo cada uno 
de estos términos mayor que el último, será la sama mayor que (12 — n) = == 
1 + y esta expresión, para n suficientemente grande es muy próxima 


a 1 y por consiguiente no puede hacerse arbitrariamente pequeña). 


5. SERIES DE TERMINOS POSITIVOS 


Si en la definición general de serie y de suma de una serie se 
consideran solamente términos positivos, se tienen las series de térmi- 
nos positivos, 

: En este caso resultarán series convergentes y series divergentes, 
pero AwWIic: se tendrán series oscilantes, puesto que la sucesión S, de 
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das sumas parciales cuando e — o tenderá a un valor limito o o un 
valor imfinito. 


EJEMPLOS: 
V 2 3 AR « ti 
$ S a A A A A 
2) 50 +3 Can dpto” a E O O 
La suma parcial 
1 2 n 
en Pao CR 1)! 


se puede escribir 


1 1 l Es 1 1 E t 
S.= (53) E O a a+ min” Gr 1)! 


y el límite de S, cuando rn ->>% es Si, 


2%) Sea la serie: 


A AN z + A 
11.20 12-30: 1.2.3.2 n=y” 
tos las primeras sumas patctales 
Si =i,. 
S=il+t=2 
Sy=1241 dal 
S5¿=1+1 + or y Ez = 2.667, 
Sh =1+1 +3 bar ++ y = 2,708, 
Es evidente que las sumas parciales 
S=1+i+ att top 


crecen con rn, por tratarse e números positivos. Pero, ¿crecen estas sumas 
por encima de tode límite? Veremos que no. 
Comparemos $, con la suma 


1 eN 
A=1+1+5tg hat + 
en la cual cada término es mayor y igual que el correspondiente término 
de S,. Pero o, es (dejando de lado el primer término 1) una progresión 


geoinétrica de razón 5 y por consiguiente su suma es siempre menor que la 


suma de la serie pemáne correspondiente: €, <t4 —L = 3, 


io 
2 


ya 
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Por lo tanto de $, sabemos que es una sucesión creciente y además que 
se mantiene inferior a 3. Admitiremos que toda sucesión creciente y acotada 
tiene un limite finito. 

Gráficamente 


Fic. XIV-3, 


El límite de S,, o sea la suma de la serie propuesta, es el célebre número e 
que aparece en multitud de problemas de matemática: 


e = 2,71828 18284 59045 ... 


(Se trata de un número irracional, como hemos mostrado en la página 256; 
por ello su expresión decimal contiene infinitas cifras no periódicas). 


6. CRITERIOS DE COMPARACION 


I) Convergencia. 


Hemos demostrado la camvergencia de la serio del número e com- 
parándola con otra serie. también de términos positivos. que tienen 
sus términos respectivamente mayores y que es convergente. El pro- 
cedimiento se puede aplicar a cualquier serie de términos positivos. 

Si los términos de una serie de términos positivos son respectiva- 
mente menores o iguales que los de una serie de términos posttitos 
que se sabe que es convergente, la primera serie es también convergente. 
En efecto, sea uo Fila +... ++... una serte de términos 
positivos cuya convergencia se quiere estudiar y 


Ea +- d; E te En co 


una serie de términos positivos de la cual se sabe que es convergente; 
sea además E, < y. a partir de un cierto valor de ». 


Si las sumas parciales son 
Sa = Ho es ur. A Un, 
Da a tía + 4d q ces de On, 
resulta, por ser la < € Sa < 4, y limS, <JimA, = A. sí desig- 


no D von 


namos con «A la suma de la serie que sirve de punto de coniparación. 

En virtud del principio que hemos admitido anteriormente de 
que toda saeesión creciente y acotada tiene un límite, resulta que la 
sucesión $, (que es creciente porque está constituida por sumandos 


xIv] 
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positivos y acotada porque es inferior a A) tiene un limite S<A, 
o en otros términos la serie es convergente. 


EJEMPLOS: - 


17) 


2?) 


la convergencia de una serie de términos positivos. existe un criterio: 


La serie at E ape - es convergente, pues sus términos sun res- 


ea menores que los de la serie convergente (ya estudiada en la 
pág. +98), 


1 1 i 
a rro 
i 
pues == dado que es n>n-—A. 
La serie 
1 1 1 | Ñ Vo, 
e da lr re 3d rial iO: risa 


es convergente si es p >1. En electo, sus términos son respectivamente 


menores (o iguales) que los de la serie cuya suma parcial es (para 


n=2" 1) 
A A: DERE PI yoo 1 1 1 
SIE A Ptptgv + "7 


que se puede escribir 


2, 4 8 20 
a, =1 TRATE += 
+ 1 mi 1 3 1 
a S Ju 1 + dl E sii Ñ AUN st 
1 1 1 
= 1 FE A A A A 
Po o y TN 3 AA as TS > d Into a) 
=14q 499% 40. dq6 
se se designa cou og el valor TE ES La última expresión les una perngresión 
geométrica y la serie correspondiente es convergente si |g| < 1. Camo q = => * 


Ja 


resultará su valor ineñor que 1 sólo < p>1. y el teorema queda demostrado. 


ID Divergencia. 


En correspondencia con el criterio de comparación para establecer 


para establecer la divergencia. 


Sí los términos de una serio de términos positivos son: respecti- 


vamente mayores 0 ixueles que los de ima serte de términos posttiv'Os 
que se sabe que es divergente, la primera serio es también divergente. 
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EzeEmPLO: 
La serie armónica 
a 
E E A 


ez divergente. En efecto, sus términos son iS mayores o iguales 
que los de la serie 
á 1 1 1 o EE 
VEN O o a 16 Í 
(en la cual aparecen sólo términos del tipo >») 


Esta última serie es evidentemente divergente pues resulta 


1 O | 
da 


| ; A 
OBSERVACIÓN: Las series del tipo pe llamadas series p, son con- 


vergentes si es p > 1 y divergentes sies p < 1, Si p es un poco mayor - 
que 1, por ejemplo p = 1,0001 la serie es convergente mientras que 
para p = 1 la serie es divergente. Esto se explica observando que las 
series para p > 1 son todas convergentes pero su suma es cada vez 
mayor a medida que p se acerca al valor 1, de modo que la suma 
se hace infinita cuando es p = 1. 


L)TRAS FORMAS DE LOS CRITERIOS DE COMPARACIÓN: Aplicanilo los 
criterios de comparación resultan las siguientes reglas de aplicación 
muy sencilla: 

1 . s 
1) Sea 2 una serie convergente. Si 
» 
lim (car) =L, 
$200 
siendo L un número finito, es Y a, convergente. 
Es suficiente observar que resulta a, < E siendo L” un número 


finito mayor que £ y entorces puede Ajlcare el criterio de com- 
paración. 


I1) Sea S+ una serie divergente. Si 


la serie Y a, es divergente. 


Eligiendo 0< X<L será a,> $ 


COMPARACION 
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EJEMPLOS: 
1%) La serie Y 3 +1 es convergente como se ve eligiendo c, +2, con lo que 
n2 , . . 
resulta e 371 5=1= número finito. 
sm >? +1 
1 : : , 1 
2%) La serie Ss a es divergente pues si d, = n se tiene > e -n>t>o0 


EJERCICIOS: 


Í; 


10. 


1h 


13. 


¿ ñ . QS 
Demostrar que st Y u, es convergente, Y u, 


E u 
2y Y ud 


re SON CONVErgentes. 
ito 5 


Teniendo en cuenta que la serie armonica diverge, que la serie-p con- 
verge para p>1 y diverge para p< 1 y que la serie geométrica converge 
ú diverge pera 9 <X 1, q = 1, respectivamente, determinar el comportamiento 
de las series siguientes, aplicando el criterio de comparación: 


£ 1 


ñ y 23 CN ta ds 
ta + (D) 
IHR (Cc) 
A A e 
1.2 2.3 3-4 rín +1) 

HA (D) 
A a (D) 
Aopen (C) 
Hot Eros (C) 
Le rt (0) 
HA (D) 
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5,13 3n +1 
14, sé - o ..» e. . oo s 
4 1 sa a E (D) 
5 10 17 o n+1 
. 2 — paa —” ..s — .».o » 
2  In3  In+ in 
16. A A (D) 
A ms 
17 ri EN pe ..o> (D) 
als 2, 3 
, pe de aa dd ras O (D) 
1 1 1 1 1 | h 
19. etotutat A (0) 
1 1 1 1 
20. AN Crea ÓN (0) 
1 2 n—i 
21, e ed | (0) 
Lo A 1 1 
2. — + = MN a rs (0) 
Va 2v5 3 v10 nVYnidi 
1 1 1 ] , 
23 “AT TATOAAA+ PE ¿D) 
vVv3 v5 v?7 Vín +1 
8 12 4 he 
24. rd A (0) 
1 1 1 1 1 
25 se AA a a AS Sie : La (D' 
á a OS sr 
2% Ed ab e Ea (0) 
A e 


Mediante la descomposición en fracciones, verificar las sumas de las series 
guientes: 


8 


DE x 1 1 és a 
e A 
de. E 1 2) o + | 1 
TO Anar tad 2j 0 +4 TT nina 0 96 
Xx 
E AAA, A 
Fan Da + Dia +3) 18 


32.  (Generalización del ejercicio anterior) 
í 1 


po an + Da 42) (er Hood? 


147 
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Observación: Tenganse en cuenta las relaciones: 
E 1 
ím3-172l2H-=1 2a+1]' 
1 _ Af 1 
nin +92)7 2 al 
1 Ml 1 
nía + 1)(n+2)" 2(nín +1) ariera | 
1 0 E: 1 
n(an+2)(n4+4) “2[nin+2) — (n4+2)(n+ +4) |” 


1 1r i 1 
nta + D(a+ 2) (143) a+ 1(1+2) (41) 42) (1+3) 


CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA: En el estudio de las series hay 
dos cuestiones distintas: una es saber con certeza si la serie es con- 
vergente o no y otra es calcular la suma de la serie. 

Desde el punto de vista teórico la primera cuestión es la más 
importante, porque hasta tanto no se haya demostrado la conver- 
gencia de una serie no se puede operar con los términos de la serie 
sin correr el riesgo de llegar a resultados absurdos. 

Una vez que se ha demostrado la convergencia de una serie se 
podrá tener un valor tan próximo como se quiera de la suma de la serie 
con tal de tomar un número suficientemente grande de términos. 
(Sobre este punto y enfocando la cuestión desde el punto de vista del 
cálculo numérico volveremos en la pág. 572). 

Ya hemos estudiado algunos criterios que permiten decidir sobre 
la convergencia o divergencia de una serie de términos positivos cara- 
parando sus términos con los de otras series de convergericia o diver- 
gencia conocidas. Ahora estableceremos otros criterios en los que se 
emplean exclusivamente términos de la serie dada. 


7. CRIFERIOS DE CONVERGENCIA: D'ALEMBERT, CAUCHY, KUMMER 
Y RAABE 


La comparación de una serie de términos positivos con una serie 
Pp E 
geométrica permite establecer los criterios de D'ALemBERT y CAUcHY. 
CritefRrJO DE D'Aleubent: En una serie de términos positivos 
EA AA e UR 
se calcula 


=£, 


AN ni 


Sies L< 1. la serie es convergente; sies L > 1, la serie es diver 
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gente. Sil == 1, este criterio no peraute decidir sobre la convergencia 
o divergencia de la serjo. : 
Dernostración: 


h ul e 
as Convergencia. Puesto que es el lim_— = L < 1, si se adopta 


sona “n-1 


A E ES 


Fi, XIV 


un valor q mayor que £ pero menor que Í, será 


lí, 
Uni 


<q 


desde un valor de n en adelante. por ejemplo desde m +1. (Para 
De u 
algunos valores de n podrá ser — > q). 
s-1 
Entonces será 
Uma < Q * ln, 


mz <Q * Umar < Gl, 
Um+3 < GU < Glam, 


Ass 


Por consiguiente los términos de la serie lim: + meto... + 
+ Un + ..., serán menores que los de la serie geométrica Un(q + 
Egirg+t... +qua+...). Esta serie por ser geométrica y 
de razón q < 1, será convergente. El criterio de convergencia queda 
así deznostrado. 


b) Divergencia: En el caso E > 1, se demuestra la divergencia 
observando que desde un valor de n en adelante, por ejemplo desde 


m +1, es E > 1 y por consiguiente la serie lim + Uma o... + 
-i 4 
Un E... es mayor que la serie lin + Uy + Un + ..., evidentemente 
divergente. 
EJEMPLOS: 
1%) La serie 
1 1 1 
itiatrigzt 
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; a 1 EE 
tiene como término general 1, >> Y por consiguiente es 
rn 
1 
Shi ( E t 
La ”. ES id 
70 E 1 en ni n 
(n — 1)! 
Siendo £=0, la se:se es convergente. 
2) La sente 
nm 2 ES 3! + 
A A 
UN 1002 109% 
rn! 
tiene como término general ek La relación 
U, a! 100”-1 n 
SAA A AAA AS 00 


00 (AD! 100 


nm-1 


Por ser L >> 1 la serie es divergente (1). 

Obsérvese cuán pequeños som los primeros términos «de esta serie divergente: 
0,01 + 0,0002 + 0000006 + .... El centésimo* término es menor que un 
decimal del orden +42 (es decir después de la coma hay +1 ceros que prece- 
den al 1). Los primeros 268 términos son todos menores que la unidad pero 
a partir del 269* el termino general va es mayor que 1. Los términos cre- 
cen entonces rápidamente: el término de orden 500 es aproximadamente 
1,22 x 30133, 

Conviene insistir sobre el hecho de que la convergencia e divergencia de una 
serie no depende de los primeros términos, sino del término general. 


OBSERVACIÓN: Nótese que el criterio de D'ALemMBERT exige que 


LA * . . e , u 

el límite £ sea menor que 1, no siendo suficiente que la razón 
n-1 
se mantenga constantemente menor que 1. En efecto, en el caso de 


: os a n—=1 _ 1 
la serie armónica ese cociente es A des Y 2 Pesar de ser 
menor que 1, la serie es divergente. Pero el criterio. bien aplicado, 
no asegura nada en este caso pues resulta L = 1, esta es, se trata 


del caso dudoso. 


Ejencicios: 


Aplicando el criterio de D'Alembert indicar s3 Jas series de las cuales ramos 
el término general uy, . convergen o divergen: 


lt: 3:2%; 2. 2%:3; 3. 3:10"; 

í 3n-1 
4. 2%: ant; 5. ZrT EE 6. n2*: 3%; 
7. 32%:n2%; 8. 9%:at; 9. ni:(2mt; 


(1) En realidad no hace falta aplicar ningún criterio para demostrar. le diver- 
gencia de esta seria, basta observar que el término general no tiende a cero. * 
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M | $+-7.-10.--(3n + 3 
10. (n4+1):4; 11. (24 +1):5%. ..12.. FET ( F yr 
13. 1:57, 
A: Son todas convergentes excepto 2 y 7. Para 13 este criterio no permite 
asegurar nada, tanto para p > 1, como para p< 1, a pesar que en el 
primer caso es convergente y en el segundo divergente. 


Determinar la convergencia o divergencia de las series: 


4. eptpto + (C) 
15. patata (D) 
tt e e (D) 
17. tatat E (0) 
18. +25) +3(5) + +0(5) Pas (C) 
At taa mt ES 
20 tros? tant (0) 
Mata tato pa | (Cc) 
A e (0) 
A AFA 
24. A (6) 
ii o 
26. tata tato (C) 
27. a A a (0) 
E (o 
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: 1 2 31 nt o. 0) 
30. tat3t eo ... 
1 4 9 n? 
31. teatro te: (0) 
2 ga 23 2 
SA AS (D) 


33. Demostrar la divergencia de la serie 


y! 21 31 
rad AA A ... > ee. a » 
++ at 0,1 + 0,02 + 0,006 + 


(Verifíquese que los términos van disminuyendo de valor hasta el décimo, 
que es aproximadamente 0,00036 y que los 24 primeros términos son menores 
que da unidad). 


Criterio DE Caucmy: En una serie de términos positivos 
Uy uy Fue Hb... FUunTt... 


lim Yin = L. 
00 


Sies E < 1, la serie es convergente; si es L > 1, la serie es diver- 
gente. Si es L = 1, este criterio no permite decidir sobre la conver- 
gencia o divergencia de la serie. 


se calcula 


Demostración: 
57 . , n . 
a) Convergencia: Puesto que es lím yun = L< 1, si se adopta 
n— 00 Ge 
un valor q mayor que Z. pero menor que Í, será 
4 Ñ 
e 
VU <q 


desde un valor de 7 en adelante, por ejemplo a partir del mm-simo. 
” 
(Para algunos valores de n podrá ser Yu, > 9). 
Entonces será 


Tr 
Y/U <Q O Sea Un <q”, 


Vbma <Í q O $2 lla <q, 


O E E A 


A A 


Sumando ordenadamente se ve que los términos de la seme 


llei E MA a A 
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son respectivamente inferiores a q "(1 + q q... EGUre+ko...) 
y puesto que esta última es uta serie convergente por ser geométrica y 
de razón q < 1, la serie dada es convergente por el criterio de com- 
paración. 

b) Divergencia: Si L > 1, será a partir de un indice mm, a > 1, 
es decir Um > 1; Uma > 1; ... y la serie Uy “F Uma +... tendrá sus 
términos mayores que los de la serie divergente 1=+w- 1+1+... 


EJEMELOS: 
dE ; 1 Eo pe NS 1 
1Y) Sea la serie 1 + =+=3+—+=""* + Siendo el término general — es: 
» 1 2 3-04 ar 


Vu, ==—">0. La serie es convergente. 
n 


A O 1 1 111 1 1 1 1 rs MO 
29 La serie 2 + O AE, de termino general A zn 
n 1 1 
es convergente pues Yu, = O A resulta L< 1, 


EJERCICIOS: 


Apliquese el criterio de Cauchy para determinar si las siguientes series con 
vergen o diver gen: 


: sen u sen a Y? sen a Y” , 

Lo VAS +( 2 ) ++ (5) q (0) 
| 1 1 

MS | (0) 


den: + Ug 2) E lena? e 


14 30 o 
3. +(3)+ (3) E la ) PO (0) 


Para qué valores de r convergen las series cuyos términos generales se indican: 


nr Ny” [Ga + 1)r]* 
o) ES 
R:r<1 


Tr 
OnmservacióÓN: Se puede demostrar que siempre que éxista límite de Va, 


cuando n->00, existe y es el mismo, el limite del cociente 2, mientras que 
la recíproca no es cierta, N 
Asi verifiquese que la serie 
E AN A 
con 0Xa<b<i, es convergente de acuerdo al criterio de Cauchy, mientras 
que el cociente de dos términos sucesivos no tiende a un límite pues E = 
2 
ES (> 00, y Bm (3 “Su si se considera que el primer tér- 
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Podria parecer entonces que el criterio de 1) Alembert es inútil por estar 
contenido en el de Cauchy Sin embargo. muchas veces es más fácil aplicar el 
criterio de D'Alembert que el de Cauchy. 

- Carrero pe Kummen: Consideremos una serie de términos posi- 
tivos Y Un. Sea Y “p" a serie divergente y formemos la expresión 
» 


ln 


Ta = D, 
Calculemos lim T, = £. 
PARO 


m+l- 
Ur 1 
Si es L> 0, la serie Yu, es convergente y 


si es L<O0, la serie Y iu, es divergente. 


En efecto, si es L > 0 y consideramos un valor X comprendido 
entre 0 y £, a partir de un cierto valor mm se verificará que es T, > K, 


Fic. XIV.5. 
es decir 
Di = Dita > Kilos para todo 1 > rm. 
Haciendo n =m.m->—1d,m>w+2. .... resulta sucesivamente: 


Dinitm — Buotlur > Klm. 
Diarito => Diuolilmsn > Kun. 
Dinar E Dinsaltm-3 > Kumezo 
Dita — Durritnar > Klno1. 
Sumando ordenadamente y simplificando resultará 
Duita == Daslna > K (itmer E Uma E... TP Una) 


o sea 
D “— Sari. mil a 
límar E lqe coo as < A Dti Pitt 


Esta expresión td a es independiente de n y por consiguiente la 


suma del primer miembro que es de términos positivos y creciente 
con n, está acotada y tendrá un límite finito. La serie es entonces 
convergente. 

Para demostrar la divergencia en el caso de ser L<O0, basta 
observar que a partir de un cierto valor m' será 
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Dalt» < Dusxitasz, siesnzm' 
o sea que todos los productos D,tt, con n > m?' son superiores a Da: Un 
Siendo Dytt, > Dm:lim> , €S Y Ln > Da Um 2 


y en virtud del criterio de comparación es 2 ua divergente, por serlo 
por hipótesis la serie del 2% miembro. 


CrirerIO DE RaaBE: Si en el criterio de Kummer elegimos D, =n. 
resulta 


T.=n HE = A O 
Un+1 Urn+1 
Si T, => L, Ra = (2 =1)=T.+1>L+1 


y resulta de acuerdo al criterio anterior que la serie es convergente 
si es E >0 y divergente si es L< 0; o lo que es lo mismo, si 


lim Ra > 1, la serie es convergente; 
limR, < 1, la serie es divergente. 
200 


APLICACIÓN DEL CRITERIO DE RaaBE: Para aplicar el criterio de 


Raabe hay que empezar por formar el cociente 7 Si el límite 


n+.1 
de este cociente es distinto de 1, la serie será convergente o diver- 
gente según que sea mayor o menor que 1, respectivamente, Obsérvese 
que en la formulación del criterio de Raabe consideramos la rela- 
ción entre un término y el siguiente en vez de tomar el cociente entre 
un término y el anterior como lo prescribe el criterio de D'Alem- 
bert. Sólo si el límite del cociente es 1 se aplica Raabe restando de 


el valor 1 y multiplicando todo por ». $1 este nuevo 


e Un 
la expresión 
Un.1 
limite es mayor que 1, la serie converge; si es menor que 1 diverge 
y si es igual a 1 habrá que aplicar otro criterio para decidir sobre 
su convergencia. 
Así en la serie 


1 1 1 


E ES E y 
resulta 
Un A , 1 n+Z i 
A A A _ — 
7 nino 1) (rr +42 n 


Como el criterio de D'Alembert 70 permuta afinar vada, apli 
vamos el criterio de Raabce: 
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2+2 -1=%>59, 


R,= A —— 
Por ser este limite mayor que 1, la serie es convergente. 


EJERCICIOS: 
Indicar si las siguientes series convergen o divergen: 


1.3, 1-3.5 1.3.5...-(2n — 1) 
totor IRA (0) 


1 
3 
133 1-3N2 1.3.5 ed 
2. (3) + 4) + la.) a UE 


1 1 1 1 
Aplicando el criterio de Raabe determinar si las series cuyo término general 
es i¿,, convergen o divergen: 
1 1.2.3...2 


n= a 7 ón Dia Un —: 


1. 


29 
de 
5 
| 
A 


R: Convergen. 
- 6. Mostrar que la serie 
Ia dy (24 a) 
140 UBA) 


es convergente o divergente según que sea P 2 1 + a respectivamente. 


l + 


é, CRITERIO DE LA INTEGRAL DE CAUCHY 


Sea 
Un F Uy FU +H ... tr Ha Ro... [1] 


una serie de términos positivos y decrecientes, 
Consideremos una función f(x) E que sea f(n) == u,. [Ask por 


| 3 1 1 en 
ejemplo para la serie 2 es fíx) ==; para 2 AMET es 1) = 


26) 


OE - 1) an 
Demostraremos que la se- 


rie converge O diverge al mis- 
mo tierspo que la integral 


Pin dr. 
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, e 


Dado el carácter decreciente de los térninos de la serie de terminos 
positivos será: 
Una 2 J(2) > Un >0, 


Integrando en el intervalo (rn — 1, n) resultara: 


f lnadr> f" fa d> f” dE 
n-1 »-1 1-1 


Pero tanto Un-1 COMO Us son valores numéricos que se pueden sacar 
fuera del signo integral y como es fa = El =n>— (n- 1) = 
resulta: de ió 

Una > ) "fdo >. [2] 


Escribiendo las relaciones correspondientes a estas desigualdades 
para n=1, 2, 3, ..., n y sumando resulta: 


AO: pta fa) de + f” o 
% 1 . 


aa Hi)dxi>u+tut... + Un. 

”-i 

La suma de las integrales es f E f(x) dx = I,. Además, desig- 
D 


nando con S, la suma de los (n + 1) términos: lo + 41... + Un, 
se puede escribir la última relación en la forma: 
Sa — Un 21, > 5, — Uo, 
o lo que es lo mismo (restando de S, = S,= S»), 
28, — 1, 2u2n > 0. 
La sucesión (S,— /,) está acotada entre dos valores finitos: 
O y ido y además es decreciente pues 


(S, ES 1.) y (Sn-1 eS n-1) NN (Sa ES Sn-1) as Cha == Pm) + 
Ta d 
mf (0 


y la última diferencia es negativa de acuerdo a [27. 
Siendo (S, —7,) una sucesión decreciente y acotada tiene urn 
limite finito comprendido entre 0 y to, de modo que se cumplirá 
2 lim (S, — 1.) >0. [3] 
ra 
Por consiguiente la suma S, de los (n + 1) primeros términos 
de la serie tiende a un valor finito o infinito conjuntamente con /,, 
o en otros términos la serie [11 converge o diverge conjuntamente con 


UN fia) dx, donde no es el índice del primer término de la serie. 


XIV] CRITERIO DE LA INTEGHKAL DE CAUCHY 523 


Este criterio de Cauchy permite dar un valor aproximado de la 
suma de la serie [1] en el caso de convergencia y acotar la diferencia 
(Sa — [n) en el caso de divergencia. 


EsEmMPLOS: 
1%) La serie ! + E + ca + a +» €s convergente 
e A ES nin ED A 
] 1 
siendo fíxr) MTC resulta: 


a dr a |” n 
4 mo E a = rr ad . h 
a E [E] In + In2> m2 0,69 


Luego la serie es convergente y su suma $ comprendida entre 
I < 8) < l + Uo» 
resulta en este caso 0,69 < $ < 3,19, 


El valor exacto es S= 1. 


FA. 


2 La serie armónica 1 + 5 +34 di + +... €es divergente pues siendo 
1 » * dz 
Fiz) => resulta n= f fx) d= f MAA cuando n > 0%, 
l 1 


Además como es 
i2lmíS, —-1f,)>0 


Te 


] 1 1 1 . a 
resulta en este caso lím (+3 + 3 +orbp==Iinn)=C, siendo € la cé- 
MO a ds 
lebre constante de Euler cuyo valor es 0,57721566190..., número que apa- 
rcce en muchas cuestiones de matemática superior. 


Nora: Es muy sorprendente la divergencia de la serie armónica que ya cono- 
cian Mescot1 (1650) y 3. Berwourir (1689). Aplicando el resultado del ejem- 
plo 2? se ve que sumando mil términos la suma parcial no alcenza el valor 8, que 
sumando un millón de términos no llega al valor 15,.un billón al valor 30 y 
aún sumando 10100 términos no llega a 232. Pese a todo esto se puede lagrar que 
las sumas parciales de un número suficientemente grande de términos superen a 
cualquier número por grande que sea. 


EJERCICIOS: 


Aplicando el criterio de la integral de Cauchy indicar si las Series cuya 
término general es u, convergen o divergen. 


de a (C) de as (0) 
” a .”“ pt 
2 3 
093 n= (D) 4 7 (0) 
1 _ D 
5. == COn ñ Ma (1) 
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7. 1 Do 8 ein? (0) 
9. a (C) 10. = (D) 
ES (0) 12. A E (0) 
13. u,=e” (0) 14. u =2” (C) 
15. A (D) 16. == (D) 


17. Apliquese el criterio de la integral de Cauchy a la serie 


1 1 1 1 1 
Sr de 


+.--. 


(Calcúlese un valor aproximado para la suma de los »m primeros términos 
2 
y compárese con el valor exacto > 


18. Idem con la serie 


1 3 1 
ei reee ción 
e 
Cuya suma es —.+» 


8 
se E A 
19. Representar gráficamente la función Es señalar los valores correspon- 
dientes a las abstisas enteras. Interpretar geométricamente la constante € 
de Euler. : : 
20. Demostrar la divergencia de la serie 
E 
e 'a+b'"a+2boa+3 
con a y b positivos. $ 
21. Estudiar la convergencia o divergencia de la serie 


1 1 1 
2 (log 2)? + 30037 Y gar a 


f 
O TIO 
R: Para p > 1 la serie es convergente, 
Para p< 1 la serie es divergente. 


Sres y a reos: Ed criterio de Cauchy muestra una de las múltiples 
analogías que existen entro las series y las integrales con límite supenor de inte- 
£ración infinito. 
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Hay sin embargo una diferencia que conviene «destacar. Mientras que en 
toda serie Su, convergente, el término general u, tiende a O cuando n2-> 00, 


hay integrales qe f(x) dí convergentes en las cuales fix) no tiende a 0 cuen: 


do r—>0, 


He aquí un ejemplo de Hardy: A 
excepto en Jos entornos de los puntos 1, 2, 3, ..., a, ... de semiamplitud 
t 1 1. 


E ES 
rectas que alcanzan el valor 1 en los puntos de abscisa entera y positiva, tal 
como aparece en la figura 7. 


en donde toma los valores correspondientes a las 


Flo. XIV, 


Las áreas de estos triángulos constituyen los terminos de la serie convergente 


ht 
+ qa + dt 


y por consiguiente la NAS de 0 a wo es convergente. .Sin embargo, f(x) mo 
tiende a 0 cuando r->0%0 pues siempre es fin) = 1, cualquiera sea n. 


9. SERIE DE TERMINOS ALTERNADOS 
Cuando err una serie los términos son posiBs ÓS Y HepAnÑas alter- 
nadamente: Uk ) E 

o ly — Ut + idol ee NS e 
(donde los 1; son todos positivos? la serie se llama alternada. 

Demostratemos que si las términos 1; son decrecientes, es decir si 

4 Ca ln+1 < ta | 

y si a 

ES lim ue, = 0, 
a 


la serie [1] es corvergente (). 


(9) Esta propiedad ya la conocía Letmniz en el año 1705. 
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En efecto, si formamos las sucesivas sumas parciales resulta que 
todas las de indice impar constituyen una sucesión creciente y las de 
indice par una sucesión decreciente: 


Fro, XIV-8. 


Som = (us — uy) + (ue — uY+... + (U2a — Uzar1), 
Sia = Uy — (2414 — ta) — (us — us) — ¿.. — (Uon-1 — Uzn). 


Todos los paréntesis son positivos puesto que los términos ta son 
decrecientes y por tanto a medida que n crece, S2n,, aumenta y Son 
disminuye. Además 


San E San-3 $ U2n > O, 
Samer = lo — (14 — Ug) — ... — (Utam-1 — Un) — Uns Á lo, 


Siendo ¿S2») una sucesión de términos decrecientes y positivos 
(acotados inferiormente) debe tener un limite L y también debe tener 
un limite L” la sucesión ¿$2,.1) por ser de términos crecientes aco- 
tados superiormente. Pero como 


Sen > San+2 — Usm+1> 


tomando limites en ambos miembros cuando n—> «e y teniendo en 
cuenta que Hzn.1 > 0, resulta L=L'=8: 


lim Saa = lím Sena = $. 
00 »- 00 


CÁLCULO DEL ERROR EN LAS SERIOS at.TERNADas: Las series alter- 
nadas son particularmente apropiadas para el cálculo mumérico por 
cuanto resulta fácil de determinar una cota superior del error cometido 
al tomar como valor aproximado de la suma de la serie, la suma de 
los r primeros términos. 

En efecto, hemos visto que la sucesión decreciente ¿Sonp y la suce- 
sión creciente 4Sza1) tienden a un límite $ que es mayor que 
las sumas de subindice impar y menor que las de subíndice par. El 
error absoluto £ cometido al tomar como valor aproximado de $ el valor 


de una suma parcial S»,_, será inferior a la diferencia entre dos sumas 
parciales: 
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ES IS A Sen-11 < ¡San E Sant 


== |ianl. 


O en otras palabras: El error que. se comete al considerar corno 
valor aproximado de una serie alternadu convergente la suma de sus r 
primeros términos es menor. en valor absoluto. que el término de 
orden (r — 1). 

Además si r es par. la suma parcial da un valor por defecto de S 
y sir es impar, da un valor por exceso, 


EJEMPLO: 
La serle 
A 1 l a 
iodo ri a A o A 1] 


es una serie alternada de términos decrecientes. Sumando hasta el 5% ter- 
mino se tendrá un valor por exceso: 


1 1 1 1 
at artes 


El error será menor que ES 0,0015. 


(Efectivamente la suma exacta de la serie es 1 — e1—0,63212...). 


Puede plantearse esta otra cuestión: ¿cuántos térmiuos de la serie [1] debe- 
rán considerarse para lograr su suma con 4 cifras exactes. es decir con 


error < 0,0001? Como es e< ful =H para que sea € < 0,0001 sera 


suficiente que sea rn! </ 1: 0.0001 — 10000. lo cual se consigue a partir 
de m8. Sumando entonces 7 términos (tomados con 5 decimales exactos) 
se logrará la aproximación pedida. 

EsjERcIciOS: 


t. Verificar que la serie 


1 1 e 
Seto ue E (— 1)* o 


es convergente y calcular su suma con 3 decimales exactos. 


Solución: La serie es convergente pues es alternada, de términos decrecientes 
y con el término general tendiendo a 0. Como el error que se comete al 
tomar n términos es menor que 1: (n + 1)% deberá ser (n + 1)87> 103, la 
cual implica n > 3: E 


v 


1 1 E 
Sm 1 TAats= 1 — 0.0156 + 0,0014 — 0,9858. 


El error de fórmula originado por la consideración de 3 términos en lugar 
de los infinitos, es inferior a 1 : 48 — 0,00024 < 0,0003. El error de cálculo 
debido a la consideración de 4 cifras decimales en los cocientes es 2 X 0,0001 == 
= 0,0002. La suma de estos 2 errores es 0,0005, Al considerar en lugar 
de 0,9858 el valor 0,986 se comete un nuevo “error de redondeo” de 0,0002, 
que sumado al anterior da 0.0007 < 0,001. Luego 0,986 es la suma aproxi- 
mada de la serie con todas sus cifrus exa tus. 


19. 
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Verificar que la verie armónica alternada 
Lo A 
es a ar , 
es convergente y calcular su suma con: una cifra exacta. 
(El valor exacto de esta serie es ln 2), 
Mostrar que la serie alternada 
, 1 1 dl 1 1 1 1 
Tatacitacitacgto 


cuyo término general tiende a cero, es divergente. ¿Está en contradicción 
este resultado con el teorema sobre series alternadas? . 


Solución: Para mostrar que la serie es divergente es suficiemte observar que 
la serie de los términos positivos es convergente, mientras que la serie de los 
términos negativos (que es del tipo de la serie armónica) es divergente. 

Esto no implica contradicción con el teorema general pues los términos de : 
la serie no son decrecientes. 


Verificar que-las siguientes series alternodos convergen: 


1 1 
++ DAA 


1 1 
— so. = 1d e ns 
ES is did ed 


1 1 1 
a il Col Y ee 
va  vY3 vn 
Ly 0d dl n 
SS TM de ad e nar 

1 1 is 
dir as y A ra 
1 j 1 ( 1)*+1 
II COC (nz + 
y 1 1 1 1 
O 


(Nótese que la suma parcial de 2n términos está formada por. las dos sumas 
de n términos 


o lio , 


e , 1 

poe EMO SS El 

: E Fl ls 2n — 1 

1 1 5 ro 
e A SS E 
2. ET 


ambas convergentes). 
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Verificar que las siguientes series alternadas as 


11. + mr $00» + (— 1)n.1 Es 
1 1 a 1 
12. 1 —BÑ+=o>=+. e $ (— ipod — hu... 
va v2 ie GAR | 
113.3 E 
A — j)ral .. 


si 


1 t : 
2 2 3 21 5 2 
14 (3) + (6) —...—+ (— 1) 25) q... a. 


10. SERIE DE TERMINOS CUALESQUIERA 


CONVERGENCIA ABSOLUTA Y CONDICIONAL: Hemos considerado 
hasta ahora series de términos positivos y series alternadas; en lo 
que sigue estudiaremos series cuyos términos pueden ser positivos o ne- 
gativos sin ningún orden especial. 

Claro está que el número de términos positivos y negativos en 
estas series debe ser infinito porque en la determinación de la con- 
vergencia o divergencia no influye un número finito de términos ya 
que la suma (algebraica) de esos términos es un valor finito. 

Diremos que úna serie Y u, es absolutamente convergente si es 
convergente la serie de términos positivos > ju,] dorde se ha consi- 
derado en lugar de cada término el correspondiente valor absoluto. 

Si la serie 2 u, es convergente y la serie Y ]u,] es divergente 
la serie se dice condicronalmente convergente. * 


La serie 
1 1 1 . 
a 


es absolutamente convergente porque la serie de los valores absolutos correspon- 
dientes es una serie geométrica convergente. 


“La serie 
á 1.1 to 
Miera dida 


es condicionalmente convergente, porque si bien es convergente (se trata de una 
serie alternada, de términos decrecientes con 1, 0 la serie: vid dd valores ano? 
lutos es divergente (serie armónica). 2 l 


EJERCICIO: de > 
Indicar cuáles de las series alternadas convergentes de los ejercictos 410 alel - 

Ppurágralo anterior, convergen absolutamente. 
R: 1: 8,29 


Teorema E: Siouna serie es absolutamente convergente. es con 
vergente, Es decir, si Y lu," [17 converge. Nu, [2] converge. 


a 


AS 
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Si la serie de los valores absolutos converge, de acuerdo a la con- 
dición necesaria y suficiente estudiada en la página 505, la suma 


pa ud [Uns] +... e Jump, 13] 
puede hacerse tan pequeña como se quiera con tal de considerar n sufi- 
cientemente grande. Pero la expresión correspondiente de [2] 

(PA A 2 [4] 


que es menor O igual que la suma [3] (recuérdese que el valor abso- 
luto de urna suma es menor o igual que la suma de los valores absolutos 
de los sumandos), también podrá hacerse tan pequeña como se quiera 
y con ello queda demostrada la convergencia de [2]. 


No vale el reciproco de este teorema. Lo muestra el ejemplo ya 
considerado de la serie armónica alternada: 


RN 
a E 


Teorema 11: Si una serie es condicionalmente convergente pero 
no absolutamente convergente, tanto la serie formada con los términos 
positivos como la formada con los términos negativos son divergentes. 

Llamando v, a los términos positivos y ww, a los negativos, si las 
series Y Y, Niwxs fueran convergentes, la serie resultaría absoluta- 
mente convergente, contra la hipótesis, 

Tampoco puede resultar una de las series convergente y la otra 
divergente porque entonces la serie no sería convergente, contra la 
hipótesis, 

Por lo tanto deben ser divergentes las series Y Un, NW. 

Ya hemos visto, al tratar de limites indeterminados como la dife- 
rencia de infinitos puede resultar finita. 


En la serie armónica alternada, tanto la serie formada com los términos 
positivos 
y 
A BA e 
como la serie formada con los términos negativos 


53 +2 St 3 ph 
son divergentes, 


Teorema de Riemann: Si una serie es condicionalmente conver- 
gente, cambiando el orden de los términos puede hacerse que su suma 
sea un valor dado cualquiera. 


Explicaremos como debe procederse en un caso concreto. CEA 


gámonos cambiar el orden de los términos de la serie armónica 
alternada 
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ltl4. 

2. 3 

de modo que la suwna resulte, por ejemplo, igual a 1,5. 
Empezaremos por escribir un número suficiente de términos posi- 

tivos hasta lograr que la suma parcial de r términos 


: 1,1 rr 
LEG A A A 
supere a 1,5, con la condición de que la suma de (r — 1) términos no 
alcance a 1,5. Esto será posible porque siendo la serie formada con los 
términos positivos, divergente, de acuerdo al teorema 1 puede hacerse 
la surnma parcial mayor que cualquier número dado. 
En este caso particular hay que considerar 3 términos (*): 


= 1,5333 .. 


Colocamos ahora términos negativos hasta un término tal que 
la suma sea inferior a 1.5. En este caso basta con el primer término 
negativo: 


> 


=3 = 1,0033... 
Ahora agregamos términos positivos que hagan que la suma 
correspondiente supere a 1,5: 


1,1 1,1, 1.1 1 Í 
i+3+t3a+3tsta+tu+tr7 18. 


El segundo término negativo ya hace disminuir la suma hasta un 
valor inferior a 1,5 y se continúa asi indefinidamente: 


1 1,1,1 1,1 4,41 

DEJE IS TON E E RUE y AI 
Li... 

+3 6* 


La divergencia de la serie de términos positivos y de términos 
negativos asegura la posibilidad de este proceso. 

El mismo procedimiento se puede aplicar a cualquier otra serie 
condicionalmente convergente. También puede lograrse, modificando 
el orden de los términos, que la nueva serie sea oscilante o divergente. 


(2) El cólcuio se hace fácilmente utilizando la tabla 1 (1 000 X recíproca) de 
la página 8 del apéndice. 
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Esercicios: 


1. La serie estudiada por Lersn1z: 


1 1 
lo => FG .» 


. 1 
es convergente y tiene por suma cl valor qA 
Modificar el orden de los términos de modo de convertirla en una serie 


. 1 
convergente de suma igual a G 


Re 1 Í 1 ! 1 1 1 1 1 
E TE IE CIÓN 


3 


Modificar el orden de los términos de la serie 


1 1 ] 1 


A 
vB o v3. yá v5 
de modo que la suma de la nueva serie sea igual a 2. 


(Racionalicese cade término y utilicense las tablas del apéndice). 


M. SERIES DE TERMINOS COMPLEJOS 


La definición de serie Y u, se extiende al caso en que los términos 

u, son números complejos: 
ly = Uta A a. 

“La suma parcial $, de los n primeros términos será un número 
complejo A, +18, y el límite de esta suma S,, cuando n —> 2, será 
la suma A — ¿A de la serie. Luego la serie Yu, de términos com- 
plejos será convergente siempre que lo sean las series DN tn, Y Bn de 
las partes reales e imnginarias de 1, y recíprocamente. 

Si las series Nan. E ff som absolutamente convergentes. la serie 
Y tt, se dice absolutamente convergente. 

Demostraremos «hora el 


Trorema.: La condición necesaria y suficiente pará que una serie 
de términos complejos Yu, sea ab- 
solutamente contergente' es que sea 

ÓN convergente la serie S lu2n! donde 
olby 0/7 ¿Pr jet] es el módulo del complejo u, = 

o : = u, + Pa. 


Pr 1") La condición es necesarta. 
| pues sí Nat, es absolutamente con- 
vergente. són convergentes Y |«,| 
vi, de acuerdo a la definición. 
Lis. MIV O, Como es 


"7 AA 
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ls] = VPF BE < lan] + ¡B| 
resulta evidentemente Y Ju.) convergente. 


2%) La condición es suficiente, pues siendo 
Jan] < Ya + fE, 
¡84 < Y aí + [0 


las dos series 3 jar] y > ¡Bn| son convergentes y por consiguiente 

Y u, es absolutamente convergente cuando es convergente Y! yai + BZ 
De acuerdo a la definición surge de inmediato que una serie 

absolutamente convergente de términos complejos es convergente. 


EJEMPLO: 


Consideremos la serie geométrica 


as al as ll ll E > A 
en la que q=u + ib=0 Ká es un número complejo. Procediendo como en el* 
. 1 A 
caso real se tiene Í, = —— — q 
l—q l—qg 
n>0, 42-—>0, y por consiguiente q?” ->0, La suma de la serie resultará: | 


Será qr=0e" ng y si o. <1, cuando 


s=A_ a lal< to 
1—4 
12. ALGEBRA DE LAS SERIES 


La suma de un número finito de sumandos goza de propiedades 
(asociativa, disociativa, conmutativa, etc.) que no siempre se conser- 
van en las series. Habrá que asegurarse cuando se agrupan términos 
de una serie 0 se pasar términos de un miembro a otro que las opera- 
ciones sean legítimas. | | 


Critiquese el siguiente razonamiento: 
Escribiendo la serie armónica en la forma” 


1: 1 1 4 Vf 11 o 
lez tg +pto=(a +t3+ SA CUE ot) 
y pasando los términos del segundo paréntesis al primer miembro resulta 


A E O cid 
TC CS 


o ser 
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Como a partir de los segundos tórnunos de estas series se verifica: 


Oo OA 1 
deberá ser (para que valga la igualdad), 7 > Í, resultado evidentemente absurdo. 


1%) Propiedad asociativa: Aplicando la definición de suma de una 
serie se demuestra fácilmente que si una serie 


UWhu tu t... Fut... 


es convergente se pueden reemplazar varios términos sucesivos por su 
suma efectuada. 
La convergencia de 


23712 (2h — 1)2n 


obtenida agrupando sucesivamente cada dos de los términos de la pri- 
mer serie. 

Obsérvese que hay que asegurarse que la serie sea convergente 
antes de sustitwair los términos por su suma efectuada. Asi, si en la 
serie oscilante 


o e el e e ERA 


se agrupan los términos sucesivos, por pares se obtiene la serie con- 
vergente 

0O+0+0+0+... 
y ambas series son esencialmente distintas. 


29) Propiedad conmutativa: Si una serie es absolutamente con- 
vergente, se puede alterar el orden de sus términos sin que varie 
su suma (Teorema de Dirichlet - 1837), 


Se Empezaremos por demostrar 

de el teorema para el caso de series 

+H—_—_—_—_—_—_—_ ¿+ de términos positivos. Suponga- 
7 mos que a partir de la serie de 

Fic. XIV-10, términos positivos Y uz, forma- 

ros la serie Y 11, con los mismos 

términos escritos en un orden diferentes. A cada te, corresponderá un u; 


de modo que la suma $, de la serie primitiva estará contenida en una 
cierta suma S de la segunda (que contendrá eventualmente otros térmi- 
nos más). Como S, >$S a partir de un cierto valor ny será S, > $ — ez. 
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q 


Además es S,, > Sy. Como la serie es de términos positivos. las 
sumas parciales son crecientes y menores que $, es decir se verifica 
S—e<8!/,<S. La sucesion de las sumas parciales S! de la serie 
reordenada tendrá como límite $, 

A la misma conclusión se llega en el caso de términos cuales- 
quiera si la serie es absolutamente convergente. En efecto, si Y u, es 


absolutamente convergente dado un € > 0 arbitrario se puede hacer 
¡Sa S] < fun] + funsboto... < e, 


a partir de un valor sy suficientemente grande. 

Consideremos la serie reordenada $ u«;, y sea $;, una suma par- 
cial que contiene todus los términos de S, y algunos más y sea m > mo. 
La diferencia entre S,, y S, solo puede contener algunos términos u, 
con 2 > my y por consiguiente debe ser |S, — Syj < £. 

Como es 


IS — Sal = [(8 — Sa) + (Sa — SH < 1S == Saf + [S, — Sil < Le. 


resulta que S; —>S, o sea que la serie reordenada es convergente y 
tiene la misma sunia que la serie dada. 

Resulta de acuerdo a este teorema de Dirichlet, que si una serie 
es absolutamente convergente es incondicionalmente convergente, lla- 
mando asi a las series cuya suma no depende del orden de sus infini- 
tos samandos. 

Por otra parte el teorema de Riemann (pág. 530) muestra que 
la condición de convergencia absoluta es esencial. 


39) Suma de series: Sumando término a término dos series con- 
vergentes 


U=u+u+umt..., 
V= ba +1, +v+ is 
se obtiene una serie también convergente de suma igual a U + V. 


42) Factor común: Si se multiplican Jos términos de una serie 
convergente Nu, = Y por un factor numérico k, se obtiene una 
serie convergente de suma igual a AU: 3 ku, = KU. 


5%) Multiplicación de series: Consideremos 2 series convergentes: 
U=Fu=u4+tu+... tuto... 11] 
V=3Sn=vw +04... Fut .... : 12] 


- Formemos el cuadro [3] haciendo todos los productos 4, Ds: 
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Hao UU] ioDz ... ULoDa 


UjVg UNO) UDa ... Un ... 


(31 


UnVo UnU] UnDy -.. UnUn 
Definiremos como serie producto de [1] y [2] a la serie >) ww, con 
Un = UgOn + UlUn-1 + ..» + UnDo, | 


dimde sus elementos w, se forman sumando diagonalmente los tér- 
minos de (3]. 


Demostraremos el 


Teorema de Cauchy: Si las series [1] y [2] son absolutamente 
usnvergentes, la serie producto es absolutamente convergente y su 
vilor es U - V. 


. S » E US n 
En lugar del cuadro |3] obtenido multiplicando Y u, por Y 4», 
0 7 
consideremes el cuadro correspondiente formado con los términos del 
” x : P 
praducto Y ju,] : Y |v,]. Cuando n-—> ve estas dos sumas tienden a 
0 0 


Válnres fimtos (por tratarse de series absolutamente convergentes), 
th: modo que la suma de los términos positivos [u,| [us] estará acotada 
Y por consiguiente la serie correspondiente converge, o de otro modo 
que la serie obtenida sumando los términos de [3] es absolutamente 
Convergente y por lo tajo es convergente. E 
La suma de esta serle convergente es EV puesto que la SUI 


parrial de sus n* primeros términos es Y $ il, * z Dg. 


Demostrada la convergencia absoluta de la serie correspondiente 
al cuadro [3], en virtud del teorema de Dirichlet, podemos reordenar 
lo. términos y adoptando la ordenación € en diagonal queda demostrado 
el teorema de Cauchy. 


Orros TEOREMAS SGBRE PRODUCTOS DE SERIES. 


l) Teorema de Mertens: Si la serie [1] es absolutamente conver- 
gente y la serie 12) 'es convergente, la seric' producto obtenida 
con la regla de Cauchy es convergente. 


ll) Teorema de Abel: Si las series [1] y [2] son convergentes y 
tanibién lo es la serie $ tu, formada con la regla de Cauchy. es 
PY <= W donde €, Y y W son las sumas de las series corres- 
pondientes, 


Vo Zeorema de Hardy: Sven las series 11] y [2] 21, — 0 v ne, — 0. 
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entonces >) wa converge. ¡El resultado subsiste si los coeficien- 
tes de [1] y [2] satisfacen las condiciones menos restrictivas 
jnu,| < K, |nva| < XK, con K constante para todo n. 


(Las demostraciones de estos teoremas exceden del marco de este 
libro y pueden verse en los tratados especializados de series de 
XK. Knopp, T. J. Bromwich y G. H. Hardy). 
UN EJEMPLO CRÍTICO DE PRODUCTO DE SERIES. 


Si multiplicamos la serie convergente 


YT y y3 ys 


por sí misma de acuerdo a la regla de Cauchy resulta: 


dc .. 
1 


to 1 
Wo = Ugly = JT” 


1 1 
Uy = Uli E Hito = — + — == 2. 
1 o — [gt] sr 
103 52 fígllo + Unid] + Uy = | ES q + A |= 
JS y a 
| 3 1 


”» 1 
10, = pes 1 UTERINO 
La serie Y ww, €s divergente porque el término general no tiende 
e 8 q 
a cero. En efecto, el producto (r + 1) (n +4 — r) de factores de suma 
: | 
constante e igual a .(n +2) es siempre menor que qu + 23% (ver. 
pág. 207). Por consiguiente el término general de la suma que da 10, 
* "Y 9 ' .. É S a : á “ 
es mayor que Ty y (2 + 1) de tales térninos serán JNayvores que 


> qe 1. 
MTS AS ) 

¿Por qué no puede aplicarse niaguno de los teoremas de multi 
plicación de series? 


que tiende a 2. cuando n= 2. 


¿(Obsérvese que la serie dada no es absolutamente convergente. 
a peo de ser convergente). 


 Capíruno XV 


SERIES DE POTENCIAS 
1. INTRODUCCION 


Se llaman series de potencias a las expresiones del tipo 
: > EA an 
GD ÍRFartar+... tai... =Na,zr. 11] 
*.—= 


Para cada valor de x se tiene una serie numérica. Si la serie es con- 
vergente tendrá como suma un número finito. ¿Para que valores de x 
se obtendrán esos valores finitos? 


En el caso de la serie 
ear. ero... 19) 


se ve fácilmente que reemplazando x por un número real compren- 
dido entre — 1 y + 1 la serie numérica que resulta es convergente. 
En efecto, la expresión [2] es una serie geométrica de razón — Y 
y de acuerdo a lo visto anteriormente si la razón es, en valor 
absoluto, menor que la unidad, no sólo podemos asegurar que la 
serie es convergente sino que podemos calcular exactamente su suma: 


1 1 : a Pa 
AAA = + En otros términos: la serie [2] coincide con la 
lo U=x) Pax 

el 1 A : 
función E cuando x está comprendida entre — 1 y +1. 


También vale el razonamiento anterior si la variable es un nú- 

Y mero complejo de módulo inferior 
a 1 (coma vimos en la pág. 533). 
Generalmente la variable comple- 
ja se designa con la letra z. 


Demoestraremos ahora que 
para los valores x de un cierto in- 
tervalo (— R, + R) simétrico res- 
pecto del origen, la serie [1] defi- 
pe una función f(x), pudiendo ser 
R un valor finito y distinto de 
cero, nulo o infinito. R recibe el 
nombre de radio de convergencia. 


RADIO DE CONVERGENCIA 530 
Si la serie de los miódulos «de los términos de [1] 
leo] + la] jxl + leal jrfot+ ... + fan lio + ..., 13] 


es convergente, entonces [1] será convergente puesto que -—coma 
hemos demostrado antes— una serie absolutamente convergente es 
convergente. 

Para estudiar la convergencia de la serie de términos positivos [3] 
podemos emplear cualquiera de los criterios estudiados, por ejemplo 
el de D'Alembert: 


La serie [3] será convergente < formado el cociente 


su limite. cuaudo 2 -> << es menor que 1. Si escribimos 


lím 


E 


da [> A deberá ser ix < 1, 


Ta 


: 1 ; e 
o sea si lx] <3 la serie será convergente. 


Al valor recíproco de á se le llama radio de convergencia (o in- 
tervalo de convergencia en el caso de series de términos reales) y de 
acuerdo a lo anterior es 


Un 
Un 


z 143 


_1_“w 
R=+4 = lim 


4300 


Análogamente se demuestra que si |x| > R, la serie es divergente. 
Siesx=Rox=- R, este criterio no permite asegurar nada. 


Empleando el criterio de la raíz enésima de Cauchy a la serie [3] 
resulta 


Ya = aa (xl y si es lím 1/0 = [e] lim [as] < 1 o sea si 


lx] <——É 
lírm Yan] 


la serie es convergente. 


Por consiguiente el radio de convergencia también se Ened 
calcular mediante la fórmula 


a Í 15] 
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De acuerdo a lo visto anteriormente (pág. 518) este valor de R 


coincide con el valor dado por [4]. 


Q 


Fic, XV-2, — Las series de poten- 
cias de variable real convergen en 


0 RR. Las demostraciones anteriores son vá- 

: didas aún en el caso de que tanto los coe- 
ficientes a, como la variable z sean núme- 
ros complejos. Resulta entonces que si es 
iz] CR, la serie es convergente. 

El conjunto de los puntos z que veri- 
fican esta condición constituye el interior 
de un circulo con centro en el origen y 
radio R. (Si es R=0, el circulo se reduce 
a un punto, el origen, y si es R = 0, se 
trata de todo el plano). 

Si la serie de potencias es del tipo 
SY 4, (2 — 2p)”, siguiendo los pasos de la 
demostración anterior, se verifica fácilmente 
que la serie converge si es |z— zyl <R. 


el segmento (—R, +R) y las Los puntos z que verifican esta condición 
de variable compleja en el circulo se encuentran en el círculo de centro zp y 
de radio R y centro en el origen. radio R. 

EJEMPLOS: 

1%) Determinar el intervalo de convergencia de la serie 


2) 


30 


lio B+.... 


Como es ja,| =|je,. ¡| =1, el límite del cociente es 1 y se tiene R=1, 
resultado coincidente con el hallado al estudiar las series geométricas. 


Idem de Nil 
j z 2 
1+ 1 ici LR 
aca 4 1 jÉ 
jJernao la ar lOn-: = =D resulta 
. Hl 
AN a Y E A A 
RA; 2, e E HAN 
Tn. 


Es decir: la serie converge para cualquier valor de r. Las series de este 
tipo se llaman series enteras y son las que tienen las mayores analogías con 
los polinamios. 


Idem de 
I+ UU Y nin. 


A 


] 
8, ai 


5 1 um 
Siendo el rociente =- resulta R=0 y por consiguiente 
7: 


esta serte na canverge para ningún valor de » excepto el origen 0. 


XV] 


EJERCICIOS 


EJERCICIOS: 


Determinar para qué valores de la variable real z o de la variable compleja £, 


10. 


LL: 


-12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


convergen las siguientes series: 


+ eS ES bid 


lada e 


2 7 yt 
raid ud daa 


pe 
Xx o. e —— 
Va Y3" vs 
; 2 at z0 
Va Y4  v6 
nn ga yo 
atacaro 
PS ¿7 
e 
13. 1.31 
do re 
n 1-3 1.3.5 
res Ei: Er AS 


O 


—iX<xc<l. 


Todo valor de z. 
1<x<1. 
ERA 
lap < 1. 
=1%<x<1. 
1x1 1, 


Todo valor de z. 
Todo valor de z 


=1<x<1. 


EA 

1 A 
lol < 1 
111 
A 
a <2 

Todo vidor de 7. 


541 
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ia 1-3 74 
10. +57 Hoy a+ -2<1<2, 
2 2h 1 
Y: cae ad AER E al a 
¿b. A+ ED + ¿Srs 
ds Es 153 32 
2) 37 TN OO lzl < 3. 
n2 32 z 
22 1 +57 + 3r gr Ho.» - Todo valor de r. 
De 1 2x 30 6 A 
A AAA 
24. 244249234 167 + 0... ll <a 
Se L Ñ rr sE qe pe a 
ar a POE 
x an 373 
26. : +33 3 +5 ER ÑOS —2<1<2, 
gal Bo 
A EA a Ea 
2. 1 +7 To + 5 
10 100 , 1000 . 
28. erica A A Todo valor de r. 
YE y2 y 
29, rio Tar E y Jo —6<trx<06. 
z 222 3z3 
30, rr e: A jz] < 2. 
a a 
1. ii + A o 
3 203 + 2 an? Toda valor de z. 


32. Pura qué valores de z converge la serie: 


Ma—2)  3(x—2)2 1) (x — 2)» 
PR => ) a ia 


Analizar lo que sucede en los extremos del intervalo de convergencia. 


: qa » e — 9)»+1 
Solución: Sean ay LEDEA, Unsz Nil dd y el co- 


' u n+2 |r-—2] 
cent baaa ERA e . s : : a 
ciente Pe ÍA 3 Para que la serie converja debe set 


xv] 


33. 


34. 


36. 
37. 


38, 


39. 


« 
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] == sE 
lira [22 < 1, es decir dim LS Z <a PO a 
mooo ] Un ALS n-+ 1 3 
y hi-—2<3, 
El intervalo de convergencia es entonces: -3<(1-2<3 ó-1<r<5 
En los puntos extremos x= —1 y z=5 la serie no converge, como se 
_ve reemplazando directamente estos valores en la serie dada (es oscilante 
para x= — 1 y divergente para x= 5).. 
Determinar el intervalo de convergencia de las Siguientes series del tipo 
Y a, (2 — a)”: 
s ye 113 
(1) EGEL 0<r<k2 
1 2 3 
¿UD A gia? ÓN -4<1I<0. 
2 2 ES 1 
== zz - 333 sl í A Y == 
TED A a 0 Gl BJ de 34<¿v2 
(x—2) (x — 2)2 (1 — 233 
MEE E tE AGR +... —1€:1<5. 
(25) , (2-3)2 (2 — 5)3 a 
a ESSS$ 
(+3) (2432. (+3)? 
de ES AR ci ps pei rl 
(14 1) + 224003 + 3(24 134... > lz+11< 1. 


2. FORMULAS DE TAYLOR Y DE MACLAURIN 


Ya hemos visto (Cap. IX, págs. 252-254) que una función f(x) 


continua y derivable (hasta el orden n) se puede expresar mediante 
un polinomio y un término complementario T,(x). Demostraremos 
nuevamente este resultado calculando el término complementario en 
forma de una integral definida. 


Si t es la variable de integración resulta de acuerdo a la regla 


de Barrow: 


fore=oa=[1=o]=1o 10: 


aplicando ahora la fórmula de integración por partes es 


Preoa=reol + $] reos 
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Igualando los des resultados se obtiene la relación: 
0 =0 + rf'(0) +f" f— 0 de. 


La ira de esta expresión se calcula aplicando nuevamente 
la fórmula de integración por partes; 


fira-sa =[12 pr - 0] ++f Pos 
=2p0 +4" efra—ogd 


con lo que resulta 
12) =1(0) +2f(0) + ¿ 2fU0) + "EPA de 


Continuando hasta el término n-simo se obtiene la fórmula de 
Maclaurin; 


f(x) =[(0) + xf'(0) + al 500) + 3/0) e 


E psi epa do 
*a=n1 TL) 


, iS 1 d 
siendo TA) = += 3T id A E 

A ODE E 
Se puede llevar este término complementario a la forma de Lagrange. 
En efecto, si se hace el cambio de variables x—1=ux,. resulta 
t=x(1—u) y los límites de integración correspondientes a 1 =0Ó0, 
(== x, son. respectivamente, Ho 14. uu = 0, Se tiene entonces 


, : *A j ' a 


e 1 o , 
= 00) (1 — wtf du. 
0 : 


(nm — 1! 


Con un valor conveniente del número 4 que cumpla la condición 
0<%<di1. se verifica que es 


] 3 ' fon 
f 1 UN UU) due = [UM (0x) f (1 — 40) du = SS 
e 0 e 0 


quedando, finalmente, como expresión de] término complementario 
e q" o : ¿ 
JE) ES A PARA A 


Sise hace corresponder al extrorao 0 del intervalo el valor a, al oxtre- 
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mo x el valor a + h, al intervalo x le corresponde h, con. lo que resulta 
la fórmula de Taylor con el resto de Lagrange: 


Lia 


A A 


e (a) có 
E Dia) Pda 
siendo 
Ta) = EZ poo) con a<E<z 


3. DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIES DE POTENCIAS 


La fórmula de Taylor (y como caso particular la de Maclaurin) 
permite calcular efectivamente una función mediante un polinomio 
y un término complementario 7, (x). Si bien este término no se puede 
calcular numéricamente, en general, en forma exacta por la pre- 
sencia del valor E o 9, se puede —en muchos casos— acotar y en esta 
forma determinar el error que se comete al tomar como valor aproxi- 
mado de la función, el valor del polinomio formado con los 1 primeros 
términos. 


Cabe plantear la siguiente cuestión. Dada una función f(x) y formada la 
fa(0) 


serie de Maclaurin correspondiente YN a, x1* con a + ¿representará esta 


e 
serie a la función dada? La respuesta es: Si, sí el término complementario T,(x) 
tiende a cero; no, si el término complementario no tiende a cero. 

Hay un ejemplo célebre, se trate de la función y =e 1% si 1 4%0, y=0 
si r=:0, que muestra que no es lo mismo el desarrollo en serio: de Marclanrin 
que la representación de una función en seric de Maclaurm. Para esta función 
todas las derivadas se anulan en el origen y por consiguiente los coeficientes de 
la serie de Maclaurin son todos nulos y sin embargo la funcion es distinta de O para 
tado 75% 0. La función no se puede representar con la serie de Maclaurin. corres- 
poruliente. 


Cuando se estudian Las funciones de variable compleja s se aclaran * “misterios” 
romo el de esta función. 


En la práctica se procede en la siguiente forma: 
1% Se calculan los coeficientes «, de la serie de Maclaurin. 
22) Se calcula el radio de convergencia R de la serie así formada.. 


3%) Se verifica si para los valores ¡1! < R, cl término complementario tiende 
a 0. En este caso la serie de Maclaurin representa la función fla)... 
(Salvo 'en casos “patológicos” en general para los valores de x que hacen 
emuvergente la serie. el término complementario tiende a WM. 


Veamos los principales ejemplos de desarrollo de funciones en 
series de potencias; señalando que los 3 primeros va se encuentran 
en la obra de Newron de 171€, 


e ARA 
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o firpizer. Siendo Pi =f (a) = ... =f Mx) —e7, resulta 
SO =F 10) =F“10) == 001 = 1 


E ea 1 
y por tmsiguienle €s E, Re 
A 


La sere para e resulta entonces 


¿Para qué valores de r es válido este desarrollo? 
Aplicando la fórmula que determina el intervalo de convergencia resulta 
72) 


= lim ——— = lim n= 0. 


(n — 1) 


Ga. 


e 


K = lim 
NP. > 


ñ n-» nx 


Se tata de una serie entera pues converge para cualquier valor de x (real 


o complejo). 
$s 


El término complenentario es T,(z) ES = X% com 0<$<1. Para un z 


determinado, pero cualquiera, T, (1) —>0 pues nl crece más rápidamente que 
cualquier potencia 2”. Por consiguiente la serie representa la función expo- 
nencial. 


iz 


fí2) =senax. Las derivadas son: 


Ffid=cosx; f (1) =—senzx; f(x) =-— cos x; 


pz) Zen; ...3 fx) =sen (14 Sa); 
y en el origen valen: 
1(0) =f"(0) =f'Y(0) =... =f2(0) =0, 
PO) =(0)=... = PO) =(— DF; 


con lo que resutía la serie de Maclaurin 


Tumbién esta es una serie entera pues 


in AD! 
A 10 


a M0 


R= lím [22 


= lím (2a + 1)(Qn) = 00, 
2-20 no 


 senflóx+ (n + Yu 


El resto es Ton = AFD z2n+2 que tiende a 0 cuando n-> 00, 


cualquiera sea 1. 
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3%) fixj =ccs zx. Procediendo como en el ejemplo anterior resulta: 


Dad + qn 
cosido to AE e OS DE 


al 


+ 2n — Y 


$) f(x) =Sbz. Las derivadas sucesivas soX 
FiD=Chx; f(x =Shx; ...; Prix) =Chrx; Pr) =Shx 
y los coeficientes de la serie de Maclaurin serán Mo, 1 = ANT mí puesto 
que es fm1(0)=1; f*(0) 0. 


La serie resulta 


pe y5 | qn 
a dc ea 


5% f(z) =Chx. Procediendo como en el caso anterior se obtiene 


q. 


TIN 


q 
Chi=1 4-3 + A 


(En el capítulo IX hemos hecho aplicaciones de estos desarrollos para el 
cálculo efectiva de valores de las funciones trascendentes). 


LA PUNCIÓN EXPONENCIAL EN EL CAMPO COMPLEJO. FÓRMULAS 
DE EuLer. RELACIONES CON LAS FUNCIONES HIPERBÓLICAS: Hemos 
deducido la serie de Maclaurin de la función exponencial 
E E E sl 
= ES A A 
e IS nados des (11 
y hemos visto que esta serie tiene un radio de convergencia 0. 

Reemplazando x por la variable compleja z = x + 1y, resulta la 
serie de términos complejos 

Me a co 
TE TON ES [2] 

convergente para cualquier valor finito de z, es decir convergente en 
todo el plano. 

Podemos adoptar como definición de la función exponencial e* en 
el plano complejo a la serie [2]. En particular tomando un valor 
imaginario z = ly, resulta E 


, iy, (in?) (iy) (iy)" 
a ie ia ie ae 
y y ye p 
PEA Al ar + 
E i A 
A A yd A 
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Recordando las expresiones de las series de seno y coseno resulta 
la célebre fórmula de Euler (1748): 


e'Y = cos y + ¡sen y. 113 


Como vemos por esta expresión e'” es un número complejo de 


módulo 1 (pues yrosí y + sen* y = 1) y de argumento y. 


Si en lugar del argumento y consideramos — y. resulta: 
erit = cos y — ¿sen y. i [2] 


Sumando y restando las relacio- 
nes [1] y [2] resultan las fórmulas 
de Euler: 


cos y = Eon + e), 0 


sen y = ÓN ein, 


Las definiciones de Jas funcio- 
nes hiperbólicas 


Fic. AV-3. — Cuando y varia, el* re- z 
corre la circunferencia de radio 1. Chx = Le: + 0), [4] 


tienén grandes analogias con las expresiones de Euler que hemos 
deducido para las funciones circulares. 
Resulta de inmediato de acuerdo a las relaciones [3] y [+4]: 


Ch la = cos «, cos la = Ch a. 


| 


Sh sa = ¿sen a. sen a = ¿Sha 
y dividiendo ordenadamente: | 
Th ja = itga, tgía = ¿Tha. 


Esercicios: 


Verificar los siguientes desarrollos en serie de Mactaurin y determinar para - 
que valores de la variable convergen: 


Lo emitida << 
A 

”n 1 

E A +0 ed 


xv] 


11. 


AS 
1] 


> 


18. 


20, 
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1 1 1-3 
=14 4 _—ado c++ ICE L 
Yi — 2 2.4 
E A A 
2 2-4 2.4-6 ; 
2. y 
a E A A Todo valor de X. 
21 31 
i 2. 23 ; 
sen tr +ia =— il e a ei Todo valor de z. 
% Y 2! 31 4! 3) 
Verificar los siguientes ds de Maclaurin: 
seu (r +1) =seni1 + PT . = A eo e E 
1 
comi mE cr 
15 
A 2 EA 2. 
sen r= 30 — er De Edd : 
33 
:S. mv aaa, E rm 1 —= q... a 
o a+ qe 
l da 2, (mn23 Ñ 
L214+UMmlhr+ E y A 
(Hágase 22 p1n 9), 
Emplearido convenientemente los desar rollos en serio de Winciauin ehtenilas, 
veriíical: 
cos 1 — 0,53, .s 13. cos10” = 0,054. 
1 
Ve = 1,6487. 15. -=:0,36786, 
e 
5 1 eS 
e 0,2 — (,818£. 17. sen qa = 0,7071. 


Determinar los desarrollos en serie de Taylar de las siguientes furiciones en 
los valores de a indicados: 


Hao) =VYZx, a+ 12. fa =vl+i 0o=7 
1 

Hirdozos es --1 E E ams 

) 1 

fioiason y E AN A Ea 


550 


27. 
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1 
e 3 3 ._- 4 + 4 . 
que 


1 1 
. =D dea qe PAN ses bad 
R: 18. VI=24+ qa 4) e n.+ 


19. Yyi+z2 = 15 [V5 42502) + tas 


aa]. 


125 
20. ¿SL (4D) (4 (A Bm + 
21. cer ¿VE (+ hn apa 
2 4 21 4 
O E 


1 4 1 1 
: =- E e a a Pa AA 
2. senz= 3 + Vx ¿n 1 En 


y3 


1 
Bart] 


23. “meli + (x—1) + ir 1)2+ e 1) +.-], 
H ! ! 
Verificar los siguientes desarrollos: 


E 49 
em=el14h+rato. 


A A 
o e E E 

A At ; : fi 45 
costa+ 1) coma [1 pm] emma] pta |. 


Calcular el.02 conocido e = 2,71828 y aplicando el ejercicio 2%, 
R: 2,77319, 


Conocido el valor DA del seno y cosena de 45”, calcular el sen46” y el 
cos47” eplicaudo las expresiones obtenidas en los ejercicios 25 y 26, 
R: 0,71934; 0,68200. 


Desarrollar en serio de Taylor en cl entorno del punto xa las siguientes 
funciones, utilizando los «arrespondientes desrrollos de Maclaurin: 


fíiz) =lar, n=1. 
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30. f(x) =Incosz, a=3x 


33. Hoa)=actrgzr a=l. 


(zx — ¿O (x — 193 


RA: 29. Inx=(r-—1)-— 7 aid y aa 


+»... 


30. Incor= —in2 — tr D- 21D? 


1 1 : 1 7 
Y=- Az —1) -tr— 2 (ri. 
31. arctgr=zx + q 3) ga 1) +34 103 + 


4. OPERACIONES CON SERIES DE POTENCIAS 


Dadas dos series de potencias 7 
Zap? =A(x) y 2Zb"=B(x). 


con radios de convergencia R' y R” respectivamente, la expresión que 
resulta de sumar o restar ordenadamente los coeficientes 


Y (A, + br)" 


es una serie de potencias que converge hacia A(1) + Bíx) en la 
región jx|:< R, siendo R el menor de los valores R” y R”. 

Otro tanto sucede con la expresión > c, 1” donde los coeficientes Ca 
están dados por la regla del producto de Cauchy (véase pág. 536): 


Cr = Coba + Gray 2 G2b»-2 o Anbo. 


Así a partir de las series (correspondientes al coseno y seno 
hiperbólicos): 


EE > 
TAI Y] ES + 51 + 
= ca A 


que convergen en todo el plano se obtienen por suma y resta les series 


2 
31 


o 
TIRO 


+ +3 ho.» 


+o...> 
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que también son convergentes en todo el plano y que corresponden 
respectivamente a e” y e”. 
Multiplicando de acuerdo a la regla de Cauchy las series 


a > 
+++ desir 


a 


E 


convergente la primera en todo el plano y la segunda para |x| < 1, 
se obtiene la serie: 


5 1 O: e 
E TT O ib + 
que es convergente para |x| < 1. 


EJEMPLOS: 


1% Aplicando la regla de Cauchy efectúese la multiplicación de las series 


it4a 
> 


AS 
zr y A (— 1)" 
n= 4 


o 
y verifiquese el resultado comparando con el desarrollo en serie de E 
Por ser ay =1, b,=(— 1)” resulta 
l -U si 2 es impar, 
ty = (— 199 + (— 11 Y (1) obio E 
l sin es par. 


Es decir, 


o id de 


12 


si lx < 1. En este intervalo la primera serie representa la función a 


p 1 
y] da la f A ——- 
y la segunda la función 7 a 


2%) Producto de exponenciales. A partir de los desarrollos en serie 


resulta, aplicando la regla de Carchy: 


e a 6 ao lao Bose Pp. 3apa. pa 
ir a is Se o E 


XV] 
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Esta serie se puede escribir en la forma 
mt (a+ 8)  (a+8)3 


pde Her raid SET EA SES O +... 
que es el desarrollo de e**$. Queda así demostrada la relación 
dt. At, 


válida para cualquier valor real o complejo de a y f 


Teniendo en cuenta que un complejo za +bi se escribe en la forma 
trigonométrica 2 = Q(cos y 4 ¿sen q) y que este paréntesis es, de acuerdo 
a la fórmula de Euler igual a e!?, el complejo puede ponerse en la forma 
z= pe? y el producto 


2, * 29 = Que Pr QgeiPe—= 01090 (P+P, 


En particular si z, = 2, es (0eP)? = dis y en general, resulta la fórmula 
de Moivre: 


(qet?) nn queiro. 


Expresando en palabras esias fórmulas se tiene: 


El producto de dos números complejos es otro camplejo cuyo módulo es el 
producto de los módulos y cuyo argumento es la suma de los argumentos 
de los números dados. 


La potencia r-sima de un número complejo es otro niúmero complejo cuyo 
módulo es la potencia n-sima del múdulo y cuyo argumento es nm veces el 
¿rgumento del número dado, 


EJERCICIOS: 


Verificar las siguientes series: 


: AN 
eftcor=l + ci 


enzo ja + + gr+ rt Hr 


2 
(1+23snzxz=x+x | a ¿r : A s xo 
E 6 + 307713 
3 25 sm, 


1 e 
l—z / 
dani E ó 1 9-95 — He q. 


2 
( +2) =1+ 414824 1278 4 64 0... 


liz 


2 6 
ES A E 
3! 5! 71 
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1 : 3Nn+3 143 
9. iS ci rai 
143 
na | 


10. senta =2sen cos =2 |: 300 + jr —<* 
j 1 
1. senti ¿Ao 


E 
12. e e 


13. Hallar el desarrollo en serie de la función 
f(x) =et0az, 
Solución: Hagamos cosrm=Ñu+pd, en027 el el. Resulta 
mer utzut gu]. (17 
Sabiendo que es 


1 1 
= E paa a 
u=cosri—i= z* +37 , 


reemplazando en [1] se obtiene: 


j 1 1 31 
0568 a pe A NENE 
et e[ e +5 70 * + ] 


14, Verificar la serie 
A A 
2 8 15 


(Compárese con el desarrollo obtenido en el ejercicio 8, pág. 599). 


DivisióN DE SERIES DE POTENCIAS: El cociente de dos series de 
potencias 
dy + ar + at ar ++ (0 
+ ¿T + +. + +... 


se puede escribir, con ey como factor común en el numerador y ba 
en el denominador: 


do 14 ar tattoo tdo 
do TEBATBAA Be 


siendo a, =Í y f=<2 
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Efectuando este cociente de acuerdo a las mismas reglas que se 
utilizan para el cálculo de la división de dos polinomios resulta: 


ly t a : 

Da 11 13 (a, En Byx + (2 3% asBr eS pr =— Ba Ale (as e ar == a182 => 
SS Bs 7 ps E af? en 2 BJ Du (04 Go ah, =7 aba ca aba 27 Bs HA 
+] abit aj + A ha + La — Si) a + ++] 

Como se ve hasta el término 1” sólo intervienen los coeficientes 

del numerador y denominador hasta el término A. 

Evidentemente esta serie será convergente en tanto no se anule 
el denominador de |1]. 

EJEMPLO; 

na la ES tg r comu cociente de las serjes de sen x E cos z. 
Para — E < Y 2 ga (pues el denominador se anula para q 50, resulta 


ada las a anteriores: 


+ Y 
A 
33 51 Loa Des 
tgr= = =1I+2B4 i++ 
ns Ci ] 3 15 
2104 : 


habiendo escrito sólo los términos menores o iguales a 15, para obtener en el 
resultado hasta esta potencia. 


Ejercicios: 


Verificar los siguientes desarrollos obtenidos como cociente de las series 


respectivas: 
cos z 1 1 1 
1 rd TN .. 
sen Y n a 
2 EE rie Sa 
3 l— cost 1 E” 14 
" AN CN " 
sen 2x 1 1 
4 = PP... a End! ma 641 e * 
cos z zz Agr 
Sh z 1 2 17 
TA iz em I—- e 
il A €” 
ln (1 +2) 3 11 23 
6 pt -qe a ra no. 
1 + sen zx se 1 ¡a+ 


z í 
7. Desarrollar en serie la función sec x calculando el cociente pro 
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Solución: Hagamos cos. = 1 — u;. resulta 


yl xa 8 


Se tiene 
MERO ae dor" 4 Eds 

8. dde de (2) = ES 
Í NA E — senz 

R;: al E A 31 5 

RO ia * + o». 
9. Idem de f(x) — Sech x. 

1 5 61 
R: Sech 1=1-¿P+ ri AD 


5. DERIVACION E INTEGRACION DE SERIES 


Dentro del intervalo de convergencia la serie de potencias que 
se obtiene derivando o integrando una serie de potencias Y a,1* = f(x), 
también es convergente y representa la derivada o la integral, respec- 
tivamente, de la función f(x). 

Las demostraciones de estas notables propiedades de las series 
de potencias las haremos en el próximo volumen al tratar en general 
de las series funcionales, 

Ahora nos limitaremos a aplicar los resultados. 

De la serie geoniétrica 


1 2 UR ; 
E ESE o 


resulta intecrando término a término la sene logarítmica 


2 3 4 n+! PA 
lara a io y oe 


y la constante de iiutegración resulta nula pues para x = 0 es In1 =0, 
De la <erio ecomiútrica de razón — 2%: 

A A A lxj < 1 

1 Ex o ; | d 

resulta por integración 


e R p . qe l 
AECA AN A e E Ly 


30% rre [ai <1 


puesto que la constante de intesración debe anularse por ser arcig 0 =0, 
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EJERCICIOS: 
1. Verificar el desarrollo de sen x por derivación de la serie del cos x. 
1 
2. Idem de arcsen x por integración de la serie de . 
Yi — z2 
3. Idem de ln (1 — x) por integración de la serie de page 
4. Derivar la serie tg x. Comparar el desarrollo con el obtenido elevando al 
cuadrado la expresión de secx de la página anterior.. 
5. Verificar que la derivada de 
1 1 61 
arc tg (Sh x) =1¿P PGA o. 
es Sech x. : 
6. Calcular por integración del desarrollo en serie de 1: (1 + 22), la fórmula 
1 1 1 
E 
donde el término independiente resulta de caracterizar la constante de inte- 
sio 1 
gración por la condición arc cotg 0 =gH 
7. Hallar el desarrollo en serie de la función — 
r=ArgThz 
por integración de la serie geométrica 
1 
— 1424040. . 
1 —a? 
8. Desarrollar en serie de Maclauria 
fi) =Inyi+x 
y comparar con el resultado obtenido mediante la integración de una serie 
geométrica. 
Obserración: Cuarulo se trata de calcular el desarrallo en serie de Maclayrin 
de una Íunción, ésta debe ser regular en el origen x=0. Por eso no se 
cfertúa el cálculo con la función -y luz que. es infinita en el origen 
y se considera en cambio In (1 + 1) que, así como :sus derivadas, es finita 
para z=0, : 
9. Estudiar el comportamiento de la serie 


1 1 1 
1 1 =— =-on - 3 q ... y 
n(l+x=zx e 3 a + 


en los extremos del intervalo de convergencia. 


R: La serie es convergente en el intervalo — 1<:<1 de acuerda a lo 
demostrado en el texto, Para x= -—- 1 resulta una serie divergente (serte 
armónica). Para r= + t, en cambio, resulta una serie convergente pues 
es alternada de términos decrecientes y con el término general tendiendo 
a cero. 
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Existe un. teorema de Abel que afirma que si una serie f(x) — Y a, 27 
converge en el puto x= R, extremo del intervalo de convergencia es 
Va, R=f(R). Aplicado a este caso resulta 


PTA Des 
e —- s"*ToiNai. 
2 3 4 


10. Verificar en base a los desarrollos en serie de las funciones la (1 +x) y 
arctgx, la relación: 


1 l+iz 
= ln —_——= 
arctgr= 5 ln 2» 


11. idema con los desarrollos de ln (14 x3 y Arg Thx, verificar 


1 4 
Arg Th x = -In ÉS , 
2 1l—x 


6. CALCULO DE LOGARITMOS 


Hemos hallado el desarrollo 


> 


3 
hn (1 +x) a [1] 


válido para x comprendido entre — 1 yo d: 
Cambiando + por — x (que varia en el mismo intervalo) es 


E 0 ; 
in (1l—-1)=-: 373 [2] 

y por consiguiente para |x| < 1 es 
nro ma =m 24 4 4). 13) 


Esta serie es particularmente apta para calcular logaritmos pues 
cuando x varía de — 1 a +1, 122 varía de 0 a +00, que es la 


región donde están definidos los logaritmos en el campo real. (Reco- 


mendamos al lector hacer la gráfica de la función y = 3), 


. 1 : 
Haciendo zx = dnT1' “On n número natural, resulta 


a orar 


ltz mi _2An+1)_n+14 
—n+ 1 


y la fórmula [3] se escribe 
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mal In (1 +1) — la (mm = 
E A A A [4] 
+17 3Qaer Di” 50n+ 1" | J 


Para calcular in 2 se hace n = 1 y resulta 


1 1 


In 2 = E 5 +oiar 


dis 0,69315. 


Para calcular |n 3 se hace n = 2: 


In 3 = In2 +2l3 +tiatrgat [as 1,09861. 


Para calcular In4 basta observar que es 21n2 y para InS: 


ln 5 = ln (2-3) =21n2+In= 


1 1 7 


=21n2+2|3 +tiat 7 +] 1,6094. 


En esta forma se puede hacer una tabla de logaritmos naturales. 

Cuantas más cifras decimales exactas deba tener la tabla, más 
términos del desarrollo en serie habrá que emplear. (En el apéndice 
figura una tabla de logaritmos neperianos de 4 decimales). 

En los cálculos técnicos se utilizan especialmente los logaritmos 
decimales (que escribimos lg). Puesto que es, tal como vimos en la 
página 64 

lgA=IinA:M siendo  M= 0,43429448..., 


la serie [4] sirve también para calcularlos: 


1 1 
lg (n +1) =lgn + 2M| 7 + 3D ETT +--] 


Nora: Obsérvese que el valor de M puede calcularse en base a las 
series anteriores recordando que e = Mn 10 = 1n2 + In 5 == 2,30259. 


INTERPOLACIÓN EN LAS TABLAS DE LOGARITMOS: Supongamos que 
estamos calculando con una tabla de logaritmos de 5 decimales como 
la de HobeL en la cual están consignadas las mantisas de los logarit- 
mos decimales entre 1 y 10800. 

Consideraremos sólo los números entre 1000 y 10000 pues los 
valores de las mantisas de los logaritmos de 1 a 999 se encuentran 
entre esos valores. 
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Se desea calcular el error cometido al hacer una interpolación 
lineal para calcular el valor del logaritmo de n+a (0<a<t), 
cuando se toma el valor: 


lgín + a) = lg n + allg (n + 1) — lg a] (13 


que resulta de suponer que los valores de la función logaritmica 
entre n y n + 1, están situados sobre la recta que une los puntos de 
ordenadas lg n y lg (n + 1). 

Calculemos el error e entre el valor exacto lg (n + a) y el pro- 
porcionado por la fórmula [1]: 


€ =1lg (1 + a) — qlgn + allg (n + 1) — lgn]| = 
= lg (1 +5 —alg (1 +1). 


Desarrollando en serie estos logaritmos se tiene, designando como 
siempre con M al módulo de la transformación: 


als E] malita ]> 


2 * 340 


M0 MA pe ] 
A "pl 393 pi E 
La serie entre corchetes es alternada, decreciente y con el tér- 


mino general tendiendo a 0. Detemiéndonos en el primer término 
tenemos un valor de sy suma por exceso 


all—4u) _ í _AW)_ Mo 
<A = lá (a 3) ¡E 
Como es M <; y n > 10% resulta £ $ 7 Xx 10%, 


Se ve entonces que el error proveniente de la interpolación no 
afecta la quinta cifra decimal; más importantes serán los errores de 
los cálculos en la fórmula [1]. 


La interpolación inversa consiste en calcular (n + a) a partir 
de lg (1. + a) [que está comprendido entre lg » y lg (n + 1)]. Para 
ello se calcula a mediante la relación 

| lg (1. + a) — lg n. 
“STE mFD-=1en 


obtenida en base a la proporción de los lados de los triángulos seme- 
jantes. 
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El error e' en la determinación de a será: 


y 1 (n+a)—ign 

¿SY larFD-1gn 07 
_In(2+a)—Inn— afin (n + 1) — mn] _ 
= nirti0-=khn = 


a 1 
in (1 +2 adn (1 + 


LL o o ama TL EURO 


la(r+9-lgn 


A A a e O e e e o A XA A e e e o. 


' 
, 
) 
1 
¡ 
1 
p 
J 
1 
l 
1 
1 
l 


SL a a e Rm 


X 3 
7 A 77+ x= 
 (Projezado (77+0) aprox 
Fic. XV-4, 
. M : 
Ya se ha visto que es £ < En Y “omo es 
O 121 
A Se AX 
ba (ia nm? n 2 3n* Tn 2 
sesulta £ < E: AA 10 
en E e 11 8n —4 


Como es s 22 4 000 resola £1<6Xx10*< 10? 


a 
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EJERCICIO: 


Wenficar que la expresión (1 — 41%) proporciona valores aproximados de 
In (1 +2) dentro del siguiente arden de errar: 


Para 1=0,5 el error es de 5%, 
=00 . 1. »”. » 25%, 


x=00t , .. 2»... 01%. 


Hacer las gráficas de les funciones zx, 1%, Iin(i>+>x) en el inter- 


valo (0,1). 


CÁLCULO DE 1: La serie de la función arc tg x proporciona una 


, 1 
manera de calcular el número 1 pues es arctg1l = 731. Resulta en- 


y 
tonces la serie de Leibniz: 
1 1 1 1 
— == A E, A Y A A 
yr 375 O 


Esta serie a pesar de ser lentamente convergente y por consiguiente poco 
apropiada para un calculista, fué adoptada para hacer el cálculo con la máquina 
electrónica Eniac habiéndose calculado asi los 2035 primeros decimales de x. 


Cuando no se disponía de calculadoras tan veloces los matemá- 
ticos habian empleado otras series mucho más rápidamente conver- 
gentes. Ási a partir de la relación 


e, 
4 239 
se puede calcular, en base a la serie de arc tg x, el valor de x: 


2 = +arctgz — arc tg 


A A E A E A O 
q e(3 3057 + 5-53 ) ls 3.2390 + 


1 
id) 
Con esta serie calculó Siawxs 707 cifras en 1873 y en 1955, 
empleando la máquina NORC se llegó a calcular 30920 digitos. 


7. DESARROLLO DEL BINOMIO 
Consideremos la función 
y= (+0 


_ donde a es un número real cualquiera y calculemos los coeficientes 
de la serie de Maclaurin correspondiente. Por ser: 
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(D= ARA HO) = 1; 
fi) =a(t+an f'(0) = a; 
fx) =a(a— 11 + 2302, F (0) = ala — 1); 


Pía) =a(a— lia 2). (a an+ DO +20, 
f(0) =ala—1)...(a—2n +1), 


resulta d 
dante A E 
— 1) (ant 


Determinemos el radio de convergencia de esta serie de potencias: 


R= lm £2 


»>oo 


ala = 14) 1 E 9) a 


a a = 1 TEA 


= Um 


na 


= 1. 


, TE 
a li a=n+1 

La serie [1] es convergente para todo r que verifique la rela- 
ción |x| < 1. Para los puntos extremos x= +1, la convergencia 
o divergencia depende del signo de a. 

Si a es un número natural n, la derivada (n+ 1) es idénti- 
camente nula; la serie queda limitada entonces a un polinomio y por 
consiguiente converge para todo valor de z. 

Cualquier potencia de un binomio: (a + b)* puede desarrollarse 
de acuerdo a esta fórmula. En efecto, se puede escribir: 


a+b=a(t +2)= «a +x, con z=b:a. 
Si es |bi < [a], resulta |x| < 1 y por consiguiente 


(a+ b)o= ar(1 + aya = art + ar + GD a) 


, ala— 1) 
21 | 
que generaliza para cualquier valor del exponente a y |b| < laj, la 
conocida fórmula del binomio de Newton 

La fórmula [2] es muy apropiada para calcular raíces cuando 
se quiere una aproximación superior a la que se obtiene con una 


= a? + nar*b a+... (27 
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tabla de logaritmos. Como en este caso la serie resulta alternada, se 
puede calcular además el error de la determinación. 


EJEMPLOS: 
1%) Sea calcular Y48, 


Escribimos 6=24+10=2( 1437) =2 ( +3): Resulta entonces: 


1/5 i 

YB =2(1+45) =2[1+37+ tp 
1 
3 


2%) Sea calcular Y30. 


2 4 
Como es 30 — 2 2=2 ( 33) 2 fi 7 5) resulta 


tk Pa + Je raras... 


1 4 58175) 4 5 5H) 
polis E E 


Con las fórmulas del binomio resultan expresiones que se Apacon 
muy frecuentemente en cálculo aproximado. ) 


Así todo número N se puede escribir en la forma 


N=a+r=ea(1+) 
a 


y resulta 
3 1 1” e 
War ali ts 
lr > 
ata 2 y ea 


Luego YN = a por defecto con error Á < E E O más. aproximada- 


, vo: _. ; 1 r 
mente, se obtiene un valor por exceso con yN += a — 3 y “on error 
y : 
A< E 
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EJEXCICIOS: E E 
Verificar, aplicando el dessrrollo del binomio los valores de los. elgnicntis 
DÚMEeros: 

1. VID =4,932; 2 gs 0002487, 
1 26 
3. —==0,529; 4. —=Í . 
v30 ==. 
4 
5. 1/2 - 1,000013, 5. ——=05080; 
167” ] A? 
7. YT = 2,0305; 8. Y26=2,9625; 
9. 9 = 2,08009; 10. Y2000 — 2,96194; 


11. 135=2,03617. 

SERIES DE arcsenx Y ArgSh x: Gracias a la serie del binornio 
se puede escribir 

1 


E ÓS | 
ICAA EDEN 
1-3 1-3:5 
24 so 


Integrando esta serie resulta la serie del arco sen r, ya estu- 
diada por Newrow en 1711: 


_ 1 
arcsent=x + 3*3%4 5 +537576 es 


l 


+ in Mesoosilaj<d. 


también convergente si es | < 1. 
Análogamente es 


1 a a 
A - 
=1+ (ha) DEAN 
a E 4 
35 


¿2 AS 37 PAS TN A si ta AS A 


Integrando esta serie se tiene 


121130821005 
23 


Arg Sh x = x — SA SI 


E 


: Aa 
E 
E A 
E A 
“o. e ve 
a RES 
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En ambos casos la constante de integración es nula por ser 
arc sen 0 = Arg ShO = 0. 
ESERCICIOS: 


1. Calcular el valor de x partiendo de la relación 


ar seu — T. 


A: 1,5708.... 


3. Verificar la serie 


i tam ta 
l— z)jaresenrm=1i—- xd A 
sed: o E 


2.4 5 2-4 5 


4. Calcular por división de series el desarrollo: 


arc sen Y E 
a - ... . 
Yi -— y2 3 


Verificar las siguientes series: 


6 y 1.1 11 + 151 SL 
VEZ 2 16 956 614 

7. Ve+sent=2 4-4 1, LN + 

: E 4 1536 

8. FAS [o 15430304]. 

9. 


1047 7 1H 


A E Pi 2]. 


8. CALCULO DE LIMITES INDETERMINADOS 


Ya hemos estudiado detenidamente en el Capitulo IX el cálculo 
de límites mediante la regla de L'Hospital y sus adaptaciones a los 
siete casos clásicos de indeterminación. 

El conocimiento de los desarrollos en serie de potencias facilita 
en muchos casos el cálculo evitando las derivaciones sucesivas que, 
generalmente, son cada vez más complicadas. 
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ExEMPLOS: 
1%) Para caleular 


1 
Í — cos 1 — al 
2 


Lm -—— 
Pu El 


0 : 7 
que es de la forma Ó habria que aplicar la regla de L'Hospital cuatro 


veces para salvar la indeterminación. Utilizando ahora el desarrollo en 
serie de cos resulta: : 


1 m a a 
1 — cos ga 1 gr 6 5 a + 
lim = lim —— = 
n Y 
E e 

, + 6! . to 1 1 
ES A 

0 a 5>0 4! 6! de 94 


2%) Calcular 


que es de la forma % — 00, 


Como, de acuerdo a lo visto en la página 555, es: 


H 2 
tgr=r4q0 q 


resulta 
( EU Bid 
1 1 grx rca O 
tar altas e] ñ 
z tur 2tgr al ) 
3 15 
Haciendo la resta indicada y simplificando el factor 13 resulta 
E 1 í 
mal) =3 
EJERCICIOS: E 
Verificar los siguientes límites: 
a x , senz=tgx 1 
a a 
títi+r) 1 sen (12) — sen? x 4 
3 Ls 4 Zo. 
+ 3 e A 3 
5. ES -=]=> 6. t| : -5]=0 
21 [ri — 1 rl 4] sen Y x 
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7. lm*-—*ctgx _1 8. lim hhcosx _ 1 
3 > ==3 

9. km Bx=z_1 10. lim Mcsenz—z _1 
e pe —3 et 8 

11. Pam 2052r — cosz__3 12. lim eno Lenz , 
E REE HS s. paa e 

13. lim nx _1 14. limWB 9 _ 
, 1 1 1 

15. lim EA j PA ES 
lim] cosec? y Al 3 16. el : o, 

17. m2. 16. mó". 
=> 2 weNnYX 27 2¿—unz 

19. lim nt+e=1_ 20. dimf1 _ co2r]2, 
2 Tn (1+o 70 o 


9. CALCULO DE LAS INTEGRALES ELIPTICAS 


1*) Al estudiar la rectificación de la elipse se nos presentó la 


expresión 
E(k,p) = f VIE sen y de [1] 
a 


siendo Á > 0, la excentricidad de la elipse definida por la relación: 
4? = EA, y «q el parámetro que define la curva de acuerdo 
a las ecuaciones: 


z=asnqp, y = bcoos q. 


Camo vimos, la integral [1] no se puede calcular mediante las 
funciones elementales y la designamos con el nombre de integral 
elíptica de segunda especie. Para calcular sus valores numéricos y 
en esta forma preparar las tablas como las que figuran en las pági- 
nas 54 a 56 del Apéndice, se utiliza el- desarrollo en serie del binomio. 


En el caso particular de ur cuarto de elipse resulta para q = Sa: 


im 


Ed. 1) y US y = a = Elsentap)* > dep > = 


1 


SE f 11 LS lo pu == HE sen? a -- ee STA y? 4 E 
, dd q... fp 2-4-b A y Q. 
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y  1-3--(2La—1) 1 
22 de = —_ _—_—_ mamma. La de 
Recordando que es $. sen* q 274-703 gr 


acuerdo a lo visto en la página 400, resulta 


Si (PELI PE (LR 
Es(K) =gnl 1 (7) 1 E) g (5) 3 | 
Verifíquese que para k = 0,5 es E,(0,5) —— 1,4675. 


En la página 420 hemos calculado, utilizando las tablas de funcio- 
nes elípticas, la longitud de una en de semiejes a = 5, b= 3, Se 


obtuvo LZ = 4aE,(k). Como es k = ¿ = (0,8 resulta con el desarrollo 


en serle: 
2 4. 2 4 
E,(0,8) = tal (3) (0,8)2 45) (0) x 


6 
+ Y (0,8) .-]= 1,570796 X 0,815415 — 1,28085 


y la ce de la as es, en este caso, 25,6170. 


En Húrre: Manual del Ingeniero, 1, pág. 126, ed. 1938, se dan 
otras fórmulas para calcular la longitud de una elipse. 


2%) En la teoria del péndulo simple en el vacío se demuestra 
que el período de oscilación es 


siendo F, la integral elíptica completa de 12 especie: 


(0 = Eb 30=J, Ware 
en la cual el parámetro Á es igual a sen 5 Doo, con qo amplitud inicial. 
Teniendo en cuenta que por la fórmula del binomio es 
1 


ATEZR a rent E 1 4 fent 


«P EA Bo sent + Y o 40 sen e + 


e integrando término a término resu. + de acuerdo al yalor antes 
mencionado de la integral de sen”” x 
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EU 771 la IS E + +(3 +) Ma) Peso] 


Si £ es muy pequeño, limitándonos al primer término de la 


serie resulta | 
¿ 
T:=2 a”. 2 
dE Y E E 


que es la fórmula elemental válida sólo para pequeños valores de la 
amplitud inicial qa (ley del isocronismo). 


Considerando dos términos de la serie y adoptando como valor 
de k = sen 590. la aproximación A — Eo. se llega a la fórmula gene- 


ralmente utilizada en las medidas de cierta precisión 


| - 'N 0 o ; 
= 0 
T = 91 y - > E e E] | 13] 


que muestra que el péndulo no cumple la ley del isocronismo sino que 
el periodo depende de la amplitud inicial ep. 


Considerando la fórmula [3] como exacta, el error relativo de [2] 


es foot, donde q. se mide en radianes. 


Resulta para 
o = 10” 207 29" 30” 60* 90* 
Error relativo 
de [2] -= 050019 0,0076 0,0092. 0,017 0,068 0,154 


Considerando los valores dados por la fórmula exacta [1] resul- 
tan (utilizando las tablas de funciones elípticas), los errores relativos 
0,0019 0,0076 0.0092 0,017 0,073 0,180 


lo cual muestra que hasta los 22? aproximadamente, el error de [2] 
ó [3] no lNega al 1%. 


10. CALCULO APROXIMADO DE INTEGRALES 


Numerosas integrales que no pueden calcularse elermentalmente 
pueden expresarse mediante desarrollos em serie, tal como hemos 
visto en el caso de las integrales elípticas. 


Tal es lo que ocurre con la integral definida 


1= [| ELa. 
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Por ser 
: PA 
estlitogt3reos 
eS A 
er=1 T+3 TIN , 
resulta 2 $ 

e—e* DEA e E a 
PA 


que es una serie convergente para todo valor de x. Integrando ter- 
mino a término entre O y 1 se tiene: 


O 2 z 
T=2+ F3+3gTA + << e 2,057. 
EJERCICIOS: 


Aplicando los desarrollos en serie de potencias, verificar las expresiones 
aproximadas de las siguientes integrales: 


E E z tz 1233 
E $: E cado ic Be E A 
£ senz an q5 
ú Ja EN 
E a 13 411 
y3 e A HA A ms mn 
3. ff” eras do E 1 dd 
z a AS E 
4. S da a a e a 


o 1 
(Caso particular entre Ú y 1: sen (12) dr = 0,3103). 
o 


S, Lex. 


e  t4ye—1 
Solución: di + e integrando: 


E Ze f sE LA 


5. Idem de la integral 
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Aplicando el desarrollo en scrie de la función subintegral, verificar el 
valor aproximado de las siguientes integrales definidas: 


2 
FS. e* cos z dí — 0,0819, 7. S YT — 7 arc tg 2 dx = — 0,9166. 
17] 
8 EA S £058Z _ dy — 0.9833 
JS, 4 : o VÍ+z 
1 1 4 : 
10. f MUA dr 0.075, 11. f ln (1 + VI) dz = 0,1666, 
0 i + sen zx ú 
Yi gr dz dx 
12. — mm 0,4815. 13. mA = 0,93. 
o Vi — xl ! o VI + 
va 13 
14. VETE dx = 1,3964. 15. J Vi senza = 3: 
2 


A 
16. aro id 


0 
17. Calcular el valor aproximado de 


1 dx 
f . + 
Solución: Dado que es 


A 3 de - 4 1 Ed 
FF 24 a) 2 (¿$ EE ¿JO 


integrando término a término esta serie alternada resulta: . 


f dx -3.1,-8 1 Sol 509741 
y 7 y 


-+ 1 3 1 
—O 4 == — — Y o-. al . 
— ( 16 92 356 ) 0,670 


(Esta integral ya he sido calculada anteriarmente empleando el método de 
los trapecios, en la pág. 378). 


11. DESARROLLOS ASINTOTFICOS 


Desde un punto de vista teórico, cuando se ha determinado que 
una serie es convergente se está seguro que se podrá calcular su suma 
con tanta aproximación como se quiera con tal de tomar un número 
suficientemente grande de términos. Tal es lo que ocurre con las 
series convergentes 


1 1 1. e 

09) e 2 
A 1 ¿e dd 

(1) ls gq + (— 1) de 10 
10% 10 1qa 


da) 1 TE tr A AS 
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La serie (1) cuya suma es Su tiene una convergencia relativa- 
mente lenta: con la suma de 10 términos se comete un error del 
orden de la décima (como puede apreciarse sea directamente pues es 
Sio — 1,55, sea comparando con la integrál de Cauchy). ó 

La serie (II) tiene la ventaja de ser alternada de modo que al 
sumar un número cualquiera de términos se sabe que el error come- 
tido es inferior al primer término que no se considera. Sumando 


10 términos el error será inferior a => A endS los cálculos se 
obtiene 0,8179 que difiere del valor exacto $5 a en menos de 0,005. 


La serie (UI) también es convergente como se ve aplicando el 
criterio de D'Alembert pues el cociente de 2 términos consecutivos es 
10% que tiende a 0 cuando rn > «. Pero los primeros 1 000 tér- 
minos son crecientes y mayores que 1, de RS que el cálculo efectivo 
de la suma será muy penoso. 

- Existen por el contrario algunas series daa de un tipo 
especial que permiten calcular numéricamente valores de algunas 
funciones. 

Así por ejemplo hemos demostrado «que la serie 

E ETE ¿A 
in(l+x)=2 3 ió E 3 
es convergente si es —1<xXxX1. 

Para valores x > 1, la serie es divergente. Pera si y na está muy 
distante de 1, los primeros términos de la serie ahternada serán decre- 
cientes, de modo que deteniéndose en el término de menor valor se 
tendrá un valor aproximado del logaritmo y una cota del error. 

Para x = 1,1 resulta 

1,1? Y 11 


SAS 5 ce A 


Los términos decrecen hasta llegar al undécimo. La suma de 


Fra, WA. Comiportamiente de las santas parco e de una serie asintotica. dista 
un cierto valor de a or ton este caro == De las io cas NS, se acercan a Y y luego 
seo van alegendo cada vez stas. 
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los 10 primeros lérnunos es 0,8719 y de los 11 primeros 0,6097, El 
promedio de estos valores es 0.7408 cuyas dos primeros cifras son 
exactas pues es In2,1 = 0.7419. 

La FUNCIÓN ERROR: En la teoría de los errores basada en el 
cálculo de probabilidades se presenta la fusición error p(x): 

. A ss a u 7 ' 
pix) = ERF (2) = 2] er dr. 

Esta función p(x) no se puede expresar mediante una combi- 
nación de funciones elementales. Para conocer sus valores se recurre 
al desarrollo en serie de la exponenc ¡al y a la integración. tórmuno 
a termino: : 


ES a 9 Tr eS . 2 e e y j 
dia) = — E A O 


DP. a A A 
E yA eo . - +] j 
cs e e sr da Gantt: Dieli er era A y 
VA 103 Mi n!(2n + 1) 

Aplicando el criterio del cociente se ve que esta serie converge 
para todos los valores de x. Además, tratándose te una serie alter. 
nada es fícil calcular el error. 

Verifique el lector dos siguientes valores de $ix) uni tedas sus cifras exactas: 

$10.15 = 0,1125; 6(0,3) =0,3286, (0,6) = 0.6030. 
: 2 E 

(El valor de ——es 1,12838; los valores de ¿(1) se encuentran en la tabla XVI 

va 

del apéndice). 

A pesar de que la serie es convergente para todos los valores 
de x, su convergencia es muy lenta, cuando x es grande, por lo que 
resulta inapropiada para el cálculo numérico; ya para asegurar 4 de- 
cimales exactos para x = 2 deben considerarse 17 términos de la serie. 

Deduciremos otro desarrollo de $(x) de tipo asintótico, dado 
por una serle no convergente pero que proporciona mediante la suma 
de sus primeros términos un óptimo valor de la función. 

Recordemos la integral de Poisson (pág. 402) 


do 
Pera = yz 
-00 
que podemos escribir 
90 
2 S e" dr= yx. 
0 
Entonces será 


o K z 
of erar=2 fTerar—2f e”? da = VA — VI e (x). 
2 . 0 0 
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La integral del primer imjembro, haciendo la sustitución 1% .= 2 
e integrando por partes. resulta: 


— pul a ¡A 1-3 PH 1 A 
—=E€e pa ye DN - a a 
Por consiguiente se tiene 
2 e Ñ er 1. 1-3 
pla) = 1 —= csi Eos o e iS de 
vt, XIAVA : deL Let , 


Para x= 2, puesto que es e* - 0,0090158 con tres términos de 
la serie resulta $4(2) == 0,9953. 


12 SERTES DIVERGENTES 


El estudio de las series divergentes excede de los marcos de este 
libro. Nos limitaremos a desarrollar unas pocas nociones relativas 
a coste importante tema. 

UN TEOREMA DE CAUCHY SOBRE SUCESIONES: Consideremos la 
sucesión Ss, Si, ..., Sa, :.. que converge hacia el valor $, 

Demostraremos que la ruedia aritmética (Sy + $, +::: + S,1):2, 
cuando n > «o, también tiende a S: 

S+StoitS 

En efecto, si S, => S, de acuerdo a la definición de límite, la 
diferencia $, — S puede hacerse, en valor absoluto, tan pequeña como 
se quiera, por ejemplo menor que £, a partir qn un yalor n= m. 
Fijado así el valor m, escribimos: 
So +S: Eras io y 

n dl E: 
ES Sn + Saa tooo Sa 
ES A 


a So 25) + (8175) + 0 + (01258) , mS ME 
n 


y 


rn 
y Sn — 5) + (Sms — $) Hada (Sar — $) + (n— m8. 
FP 


q 
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El segundo término sumado al cuarto es S; el tercer término es, 


ce(n —m 
en valor absoluto, inferior a pm, El primer término puede 


hacerse también tan pequeño como se quiera tomando »n suficiente- 
mente grande y teniendo en cuenta que m resulta fijado de acuerdo 
al valor de e. Por consiguiente puede hacerse que el promedio aritmé- 
tico de la sucesión difiera de S tan pocn como se quiera, con lo cual 
queda demostrado que su límite es S, 

Interesa destacar que una sucesión puede no tener limite y tenerlo 
en cambio la sucesión de sus promedios aritméticos. Tal es el caso de 
la sucesión oscilante 

1; 0; 1; 0; 1; 0; ... (1) 
en la cual la sucesión de las medias aritméticas es 


1122.33 
19% 3? 4% 5? p> na 


que tiende evidentemente a 5 


Esto da la posibilidad de definir como limite generalizado de una 
sucesión al límite de la sucesión de los promedios aritméticos. 

Cuando dada una sucesión, converge la sucesión de sus promedios 
aritméticos, se dice que la sucesión tiene límite Cesaro, o más preti- 
samente (C,1) (Cesaro 1). Asi se dice que el limite (C,1) de la 

; Í 
serle [1] es 3" 

Más general: sj la sucesión de las medias aritméticas no es con- 

vergente, pero sí lo es la sucesión de las medias de la sucesión, se 


dice que la sucesión tiene límite (0,2%. (Cesaro 2). Tal es el caso 
de la sucesión oscilante: 1, — 1,2, -2, 3, — 3, ..., que no tiene 


limite (€,1) pero cuyo límite (€,2) eos 7 


En el caso de una serie Y un formamos las sunas parciales S» 
y si no existe límite ordinario de esta sucesión calculamos su limite 
Ceésaro. Si este limite existe se dice que la serie es sumable Césaro. 
Asi ¡por ejemplo, la serie 


li+toi4+io.. 


no tiene suma en el sentido ordinario, pero como la sucesión de las 
sumas parciales es : 


.> 


E , , 
y tiene limite (C,1) igual as” se dice que la suma generalizada de 


la serie es 1. 
Z 
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Vale la pena señalar que si en el desarrollo en serie de potencias 
1 | | 
VAT 
válido si — 1<z< Í, se reemplaza en ambos miembros x por el 
valor 1, resulta la sorprendente relación 


de E 


Esa e 


en coincidencia con el resuitado anterior. 


Leibuiz asignó en 1713 este valor 4 a la serie 1-14 1—1+..., pero 
lo hizo en base a argumentos probabilisticos y consideraciones metafísicas. 

En cambio Euler, estuvo más cerca del cencepto actual, al expresar en 1743, su 
célebre principio: “La surna de una serie es el valor de aquella expresión finita del 
desarrollo de la cual esa serie ha surgido”. En el ejemplo que hemos considerado, 

1 
i+ z 

Cuando se hizo la fundamentación rigurosa del análisis matemático, las series 
divergentes fueron dejadas de lado. Es conocido el anaeterne de Abel de 1823: “Las 
series divergentes son una invención del diablo y es vergonzoso que haya quien se 
base en ellas al hacer cualquier demostración”. 

Sin embargo. los hechos exigieron darles carta de ciudadanía a estas “inven- 
ciones del diablo” y cuando ss suma fué definida por Césaro en 1890 se inició un 
capítulo importante de la matemática, cuyos resultados se aplican en las teorías 
fisicas del siglo actual. 

Los aportes fundamentales de E. Borel, K. Knopp, F. Hausdorff, etc., pueden 
estudiarse en 

E. BoxeL: Legons sur les séries divergentes, Gauthiers Villars, 2* ed., 1928. 

J. Rer Pastor: Teoría de los algoritmos lineales de convergencia y de suma- 
ción. (Trabajos del Seminario Matemático Argentino, N* 5, 1931). 

G. H. Haroy: Divergent Series, Oxford at the Clarendon Press, 1949. 


la expresión finita es 


